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Ερωτήσεις πολλαπλής επιλογής                   ∆.Αθανασίου Φυσικός  
 

1.Oι µάζες του σχήµατος περιστρέφονται γύρω από σταθερό άξονα 
 

 
 
 
Οι δύο µάζες έχουν 
 
α.την ίδια γωνιακή επιτάχυνση                           
β.την ίδια γωνιακή ταχύτητα 
γ.την ίδια γραµµική ταχύτητα                            
δ.την ίδια κεντροµόλο επιτάχυνση  
   
 
2.∆ύο στερεά σώµατα A  και B  στρέφονται γύρω από σταθερούς άξονες. Η γραφική παράσταση 
γωνιακή ταχύτητα – χρόνος για τα δύο στερεά είναι 
 

 
 

Αν Aa  και Ba  οι αντίστοιχες γωνιακές επιταχύνσεις των δύο στερεών τότε έχοµε                                                                               

 

α. =Aa Ba                  

β. >Aa  Ba                 

γ. <Aa  Ba            

δ.χρειάζονται και άλλα στοιχεία 
 
 
3.Στο διάγραµµα του σχήµατος δίνεται η γραφική παράσταση της γωνιακής ταχύτητας ενός στερεού, 
που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα, σε συνάρτηση µε το χρόνο 

 
Τα είδη της κίνησης του στερεού είναι   
                  
α.οµαλή - επιταχυνόµενη - επιβραδυνόµενη 
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β.επιταχυνόµενη - οµαλή - επιβραδυνόµενη 
γ.επιβραδυνόµενη - οµαλή - επιταχυνόµενη 
δ.οµαλή - επιταχυνόµενη - επιταχυνόµενη  
              
4.Στο σχήµα φαίνεται η γωνιακή επιτάχυνση ενός στερεού, που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα, 
σε συνάρτηση µε το χρόνο 
 
 

 
 

Για τους χρόνους ABt , Γ∆t και E∆t  οι αντίστοιχες κινήσεις του στερεού είναι  

 
α.επιταχυνόµενη - επιβραδυνόµενη - οµαλή 
β.επιταχυνόµενη - οµαλή - επιβραδυνόµενη          
γ.οµαλή - επιταχυνόµενη - οµαλή                
δ.επιβραδυνόµενη - επιταχυνόµενη - οµαλή           
                                                                                       
5.Στο σχήµα δίνεται το διάγραµµα γωνιακής ταχύτητας - χρόνου ενός στερεού, που περιστρέφεται γύρω 
από σταθερό άξονα 
 

                                                  
 
Η συνισταµένη των ροπών είναι µηδέν στο τµήµα     
              

α.OA                                     

β. AB                               
γ. ΓB                           

δ. Γ∆  
 
 
6.Ένα στερεό που αρχικά είναι ακίνητο και  µπορεί να περιστραφεί γύρω από σταθερό άξονα, ασκείται 
ροπή που η αλγεβρική τιµή της σε συνάρτηση µε το χρόνο φαίνεται στο σχήµα 
 

 
 
Το στερεό κινείται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα στο 
 

α. AB                                

β. Γ∆                            
γ. EZ                             
δ. AB  και EZ  
 

7.Η σανίδα του σχήµατος έχει µήκος l  και στηρίζεται στο µέσον της όπως στο σχήµα  
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Στα άκρα της ράβδου τοποθετούµε δύο βάρη NW 400=1  και NW 300=2 . Η απόσταση x  από το κέντρο 

της ράβδου που τοποθετούµε βάρος NW 200=3  ώστε να γίνει οριζόντια είναι  
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8.H ροπή αδρανείας ενός στερεού σώµατος εξαρτάται 
 
α.από τη µάζα του στερεού           
β.από την ακτίνα του στερεού αν έχει συµµετρική κατανοµή 
γ.από τη θέση του άξονα περιστροφής                
δ.όλα τα παραπάνω 
 
9.Η γωνιακή επιτάχυνση ενός στερεού, που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα  
 
α.είναι ανάλογη της ροπής αδράνειας του σώµατος 
β.είναι ανάλογη της συνισταµένης ροπής που ασκείται στο στερεό 
γ.είναι ανεξάρτητη από τη ροπή αδράνειας                         
δ.είναι ανάλογη της γωνιακής ταχύτητας 
 

10.Σε στερεό σώµα ασκείται σύστηµα οµοεπίπεδων δυνάµεων. Αν 0=FΣ  και 0=τΣ  το σώµα εκτελεί 

 
α.µόνο µεταφορική κίνηση µε σταθερή ταχύτητα 
β.µόνο περιστροφική κίνηση µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα 
γ.σύνθετη κίνηση µε σταθερή γραµµική και γωνιακή ταχύτητα 
δ.σύνθετη κίνηση µε σταθερή γραµµική ταχύτητα και µεταβλητή γωνιακή ταχύτητα 
 
11.Η περιστροφική κίνηση στερεού περιγράφεται από τις εξισώσεις 
 

α. 0=FΣ  και γωνIaτΣ =                                   

β. 0≠FΣ  και 0=τΣ    

γ. 0≠FΣ  και γωνIaτΣ =                                   

δ. 0≠FΣ  και 0≠τΣ    

 
12.Μια σφαίρα και ένας κύβος αφήνονται από το ίδιο ύψος από τη βάση δύο κεκλιµένων επιπέδων µε 
την ίδια γωνία κλίσης. Η σφαίρα περιστρέφεται χωρίς να ολισθαίνει ενώ ο κύβος ολισθαίνει χωρίς τριβές 
 
α.ο κύβος φτάνει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου µε µεγαλύτερη κινητική ενέργεια από τη σφαίρα 
β.οι γραµµικές επιταχύνσεις του κέντρου βάρους των δύο σωµάτων είναι ίσες 
γ.οι µηχανικές ενέργειες των δύο σωµάτων όταν  φτάνουν στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου είναι ίσες                    
δ.η σφαίρα φτάνει πρώτη στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 
 

1W
2W  
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13.Ένας µαθητής στέκεται στο κέντρο περιστρεφόµενης τράπεζας και κρατά στα χέρια του δύο σφαίρες 
έτσι ώστε οι σφαίρες να βρίσκονται στο στήθος του. Αν τεντώσει τα χέρια του τότε 
 
α.η γωνιακή ταχύτητα της τράπεζας θα αυξηθεί 
β.η ροπή αδράνειας του ανθρώπου - σφαίρας θα µειωθεί 
γ.η στροφορµή του συστήµατος θα µείνει σταθερή 
δ.η κινητική ενέργεια  του συστήµατος θα µείνει σταθερή 
 
14.Ο θεµελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης ισχύει 
 
α.µόνο για στροφικές κινήσεις γύρω από σταθερό άξονα 
β.µόνο για σύνθετες κινήσεις στερεού 
γ.για στερεό που έχει σταθερό άξονα αλλά και για άξονα περιστροφής που µετατοπίζεται 
δ.για στροφικές κινήσεις που ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο µάζας του στερεού 
 
15.Μια πέτρα δένεται σε νήµα και περιστρέφεται σε οριζόντιο κύκλο µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. 
Κατά τη διάρκεια της κίνησης 
 
α.η ορµή και η στροφορµή είναι σταθερές 
β.η στροφορµή είναι σταθερή και η ορµή µεταβάλλεται 
γ.η ορµή είναι σταθερή  και η στροφορµή  µεταβάλλεται 
δ.τόσο η ορµή όσο και η στροφορµή µεταβάλλονται 
 
16.Στερεό σώµα περιστρέφεται γύρω από ένα άξονα συµµετρίας του, χωρίς την επίδραση ροπής. Αυτό 
σηµαίνει ότι 
 
α.η γωνιακή επιτάχυνση του στερεού είναι σταθερή 
β.η γωνιακή ταχύτητα του στερεού είναι σταθερή 
γ.η γωνιακή επιτάχυνση του στερεού µεταβάλλεται µε σταθερό ρυθµό 
δ.η γωνιακή ταχύτητα του στερεού µεταβάλλεται µε σταθερό ρυθµό 
 
17.Σώµα κινείται σε κυκλική τροχιά µε σταθερή κατά µέτρο ταχύτητα. Η στροφορµή του σώµατος είναι 
 
α.σταθερή ως προς ένα σηµείο                         
β.µεταβλητή ως προς ένα σηµείο 
γ.σταθερή ως προς δύο σηµεία                         
δ.µεταβλητή ως προς δύο σηµεία 
 
18.Η στροφορµή ενός συστήµατος σωµάτων είναι σταθερή όταν 
 
α.η συνισταµένη ροπή των εξωτερικών δυνάµεων στο σύστηµα είναι σταθερή 
β.στο σύστηµα δεν ασκείται εξωτερική ροπή 
γ.το αλγεβρικό άθροισµα των ροπών των εσωτερικών δυνάµεων είναι διάφορο του µηδενός 
δ.οι άξονες περιστροφής των σωµάτων είναι σταθεροί 
 
19.Αθλήτρια κατάδυσης µαζεύει τα  πόδια της στο στήθος καθώς περιστρέφεται στον αέρα, οπότε δεν 
µεταβάλλεται 
 
α.η στροφορµή   
β.η ροπή αδράνειάς    
γ.η επιτάχυνση πτώσης της    
δ.η γωνιακή επιτάχυνση 
 
20.Χορευτής του πάγου περιστρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
βάρους. Όταν ο χορευτής µαζέψει τα χέρια του στο στήθος του η στροφορµή  
 
α.αυξάνει       
β.µένει σταθερή       
γ.ελαττώνεται       
δ.αρχικά αυξάνει και µετά ελαττώνεται 
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21.Στην προηγούµενη ερώτηση η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του χορευτή 
 
α.αυξάνει       
β.µένει σταθερή       
γ.ελαττώνεται       
δ.αρχικά αυξάνει και µετά ελαττώνεται 
 
22.Στην προηγούµενη ερώτηση η κινητική ενέργεια περιστροφής του χορευτή 
 
α.αυξάνει       
β.µένει σταθερή       
γ.ελαττώνεται       
δ.αρχικά αυξάνει και µετά ελαττώνεται 
 
23.Ένα στερεό σώµα κάνει οµαλή στροφική κίνηση. Όλα τα σηµεία του έχουν 
 
α.την ίδια γωνιακή και την ίδια κεντροµόλο επιτάχυνση 
β.την ίδια γραµµική ταχύτητα και µηδενική γωνιακή επιτάχυνση 
γ.την ίδια γραµµική ταχύτητα και την ίδια γωνιακή ταχύτητα 
δ.µηδενική γωνιακή επιτάχυνση 
 
24.Ένα στερεό σώµα εκτελεί οµαλή στροφική κίνηση 
 
α.η γωνιακή και η γραµµική ταχύτητα κάθε σηµείου του στερεού µεταβάλλονται 
β.η γωνιακή ταχύτητα µεταβάλλεται και η γραµµική ταχύτητα παραµένει σταθερή 
γ.η γωνιακή ταχύτητα παραµένει σταθερή και η γραµµική ταχύτητα µεταβάλλεται 
δ.η γωνιακή και η γραµµική ταχύτητα κάθε σηµείου του στερεού δε µεταβάλλονται 
 
25.Η ροπή µιας δύναµης 
 
α.εκφράζει το ρυθµό µεταβολής της ορµής του σώµατος 
β.είναι διανυσµατικό µέγεθος και περιγράφει την ικανότητα της δύναµης να παράγει έργο 
γ.είναι ίση µε µηδέν, αν ο φορέας της διέρχεται από το σηµείο ή τον άξονα περιστροφής του σώµατος 
δ. περιγράφει την ικανότητα της δύναµης να παραµορφώνει το σώµα 
 
26.Η ροπή του βάρους ενός σώµατος, ως προς το κέντρο µάζας του σώµατος, είναι 
 
α.πάντα ίση µε µηδέν 
β.ίση µε µηδέν µόνο στην περίπτωση που το σώµα βρίσκεται σε οµογενές βαρυτικό πεδίο 
γ.ίση µε µηδέν όταν το σώµα βρίσκεται στο γήινο βαρυτικό πεδίο και διάφορη του µηδενός όταν το σώµα βρεθεί στο 
βαρυτικό πεδίο άλλου ουράνιου σώµατος 
δ.πάντα αρνητική, διότι πάντα αντιτίθεται στην περιστροφή του σώµατος 
 
27.Ζεύγος δυνάµεων ονοµάζεται κάθε σύστηµα 
 
α.δύο δυνάµεων                                                         
β.δύο ίσων δυνάµεων  
γ.δύο αντίρροπων δυνάµεων µε ίσα µέτρα                
δ.δύο κάθετων δυνάµεων µε ίσα µέτρα 
 
28.Η ροπή αδράνειας ενός σώµατος δεν εξαρτάται από 
 
α.τη µάζα του σώµατος                                              
β.τη θέση του άξονα περιστροφής 
γ.τη µορφή του σώµατος                                            
δ.τον όγκο του σώµατος 
 
29.Η µάζα και η ροπή αδράνειας ενός σώµατος εκφράζουν την αντίδραση στη µεταβολή της κινητικής 
κατάστασης του σώµατος, όµως παρουσιάζουν µια σηµαντική διαφορά 
 
α.η µάζα είναι µεγαλύτερη από τη ροπή αδράνειας 
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β.η µάζα εξαρτάται από το είδος του βαρυτικού πεδίου στο οποίο βρίσκεται το σώµα (οµογενές ή ανοµοιογενές) ενώ η 
ροπή αδράνειας όχι 
γ.το σώµα έχει την ίδια µάζα εντός και εκτός του πεδίου βαρύτητας ενώ η ροπή αδράνειας εκτός πεδίου βαρύτητας 
είναι µηδέν 
δ.η µάζα του σώµατος είναι σταθερό µέγεθος ενώ η ροπή αδράνειας εξαρτάται κάθε φορά από τη θέση του άξονα 
περιστροφής 
 
30.Η ροπή  αδράνειας ενός στερεού ως προς άξονα που δεν διέρχεται από το κέντρο µάζας του, σε σχέση 
µε τη ροπή αδράνειας του ίδιου στερεού ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του, είναι 
 
α.µεγαλύτερη            
β.µικρότερη             
γ.ίση             
δ.άλλες µικρότερη άλλες µεγαλύτερη 
 
31.Η γωνιακή επιτάχυνση, ενός στερεού σώµατος που στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα είναι 
 
α.ανάλογη της µάζας του σώµατος             
β.ανάλογη της ροπής αδράνειας του σώµατος 
γ.αντιστρόφως ανάλογη της ροπής αδράνειας του σώµατος 
δ.αντιστρόφως ανάλογη µε τη ροπή που ασκείται στο σώµα 
 
32.Αν η συνισταµένη δύναµη των ροπών των δυνάµεων, οι οποίες ασκούνται σε ένα σώµα, είναι µηδέν 
ως προς οποιοδήποτε σηµείο, τότε 
 
α.το σώµα ηρεµεί        
β.το σώµα µπορεί να ηρεµεί ή να περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα                      
γ.το σώµα στρέφεται                         
δ.το σώµα ταλαντώνεται 
 
33.Όταν περιστρέφεται ένα σώµα 
 
α.πρέπει να ασκείται στο σώµα οπωσδήποτε ροπή 
β.πρέπει να ασκείται στο σώµα δύναµη, της οποίας ο φορέας να περνά από τον άξονα περιστροφής του σώµατος 
γ.πρέπει η συνισταµένη των δυνάµεων που ασκούνται στο σώµα να είναι µηδέν 
δ.δεν είναι αναγκαία η ύπαρξη ροπής 
 
34.Σώµα περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. Για την κίνησή του ισχύουν 
 

α. 0≠τΣ  και 0≠FΣ                                                   

β. 0≠τΣ   και 0=FΣ      

γ. 0=τΣ  και 0=FΣ                                                   

δ. 0=τΣ  και 0≠FΣ  

 
35.Σώµα περιστρέφεται γύρω από άξονα p  ο οποίος είναι παράλληλος µε τον άξονα  ε  που διέρχεται 

από το κέντρο µάζας του σώµατος. Η σχέση 
dt

dL
τΣ = ισχύει 

 
α.όταν η ροπή µετράται ως προς τον άξονα ε και η στροφορµή ως προς τον άξονα p  

β.όταν η ροπή και η στροφορµή  µετρώνται ως προς τον άξονα p  

γ.όταν η ροπή µετράται ως προς τον άξονα p  και η στροφορµή ως προς τον άξονα ε  

δ.µόνο αν οι άξονες ως προς τους οποίους µετρώνται τα µεγέθη τ  και L  είναι διαφορετικοί 

 
36.Χορεύτρια εκτελεί περιστροφή γύρω από τον άξονά της µε τα χέρια απλωµένα. Ξαφνικά φέρνει τα 
χέρια στη µέση της. Ποιο από τα παρακάτω µεγέθη θα αυξηθούν 
 
α.η περίοδος              
β.η συχνότητα                
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γ.η στροφορµή              
δ.η γωνιακή επιτάχυνση 
 
37.Υλικό σηµείο µάζας m  µπορεί να περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα γύρω από σταθερό 

άξονα σε διάφορες αποστάσεις από αυτόν 
 

I .Η γραφική παράσταση στροφορµής - απόστασης από τον άξονα περιστροφής είναι η  
 
                                                                                                                 

 
 
 

II .Η γραφική  παράσταση στροφορµής – τετραγώνου απόστασης από τον άξονα περιστροφής είναι η  
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L  L  L  L  

2r  
2r  

2r  
2r  

α. β. γ. δ. 

L  L  L  L  

r  r  r  r  
α. β. γ. δ. 
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                                        Ερωτήσεις σωστού - λάθους 
 
 
1.Όταν ένα στερεό σώµα στρέφεται γύρω από σταθερό άξονα µε οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση, η γωνιακή ταχύτητα 
και η γωνιακή επιτάχυνση είναι διανύσµατα αντίρροπα 
 
2.Η γωνιακή επιτάχυνση εκφράζει τον ρυθµό µεταβολής της γωνιακής ταχύτητας 
 
3.Η ροπή αδράνειας εξαρτάται από την κατανοµή της µάζας γύρω από τον άξονα περιστροφής 
 
4.Η ροπή αδράνειας ενός σώµατος είναι µέγιστη όταν περιστρέφεται γύρω από άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
µάζας του 
 
5.Η γωνιακή επιτάχυνση στερεού που περιστρέφεται γύρω από σταθερό άξονα εξαρτάται από τη ροπή αδράνειας 
 
6.Σε δορυφόρο της Γης που περιστρέφεται γύρω από τον Ισηµερινό, τα µεγέθη που παραµένουν σταθερά είναι η 
γωνιακή ταχύτητα και η στροφορµή του         
 
7.Ο λεπτοδείκτης ενός ρολογιού που έχει ίδια µάζα αλλά διπλάσιο µήκος από τον ωροδείκτη, έχει και µεγαλύτερη ροπή 
αδράνειας 
 
8.Ο λεπτοδείκτης ενός ρολογιού που έχει ίδια µάζα αλλά διπλάσιο µήκος από τον ωροδείκτη, έχει και µικρότερη 
κινητική ενέργεια 
 
9.Ο λεπτοδείκτης ενός ρολογιού που έχει ίδια µάζα αλλά διπλάσιο µήκος από τον ωροδείκτη, έχει και µικρότερη 
στροφορµή  
 
10.Με την τήξη των πάγων στους πόλους της Γης, θα µεταβάλλονταν η ροπή αδράνειας της   
 
11.Ένας καλλιτέχνης του πατινάζ περιστρέφεται µε τα χέρια του στο στήθος του. Αν ο καλλιτέχνης απλώσει τα χέρια 
του, η στροφορµή και η συχνότητα περιστροφής του αυξάνουν 
 
12.Η ροπή του βάρους ενός σώµατος ως προς οποιοδήποτε σηµείο του σώµατος αυτού είναι πάντα ίση µε µηδέν 
 
13.Ένα ζεύγος δυνάµεων δεν µπορεί να αντικατασταθεί από µια µόνο δύναµη 
 
14.Η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων είναι µεγαλύτερη αν το σηµείο περιστροφής βρίσκεται µεταξύ των δυνάµεων 
 
15.Η ροπή ενός ζεύγους δυνάµεων ως προς  οποιοδήποτε σηµείο του σώµατος, στο οποίο ασκούνται οι δυνάµεις, είναι 
διάφορη του µηδενός 
 

16.Ο θεµελιώδης νόµος της στροφικής κίνησης εκφράζεται από τη σχέση  
dt

ωd
IτΣ =   

 
17.Η ροπή αδράνειας ενός στερεού που στρέφεται εκφράζει την τάση να διατηρήσει την κινητική του κατάσταση 
 
18.Η ροπή αδράνειας ενός στερεού εξαρτάται από τη θέση του άξονα περιστροφής 
 
19.Αν ένα σώµα στρέφεται γύρω από ένα άξονα µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα, τότε συµπεραίνουµε ότι τα αλγεβρικό 
άθροισµα των ροπών είναι µηδέν 
 
20.Η στροφορµή ενός υλικού σηµείου ή ενός υλικού σώµατος είναι διανυσµατικό µέγεθος 
 
21.Ένας ακροβάτης κάνει περιστροφές στον αέρα. Για να διπλασιάσει τη γωνιακή του ταχύτητα, πρέπει να µειώσει τη 
ροπή αδράνειας του στο µισό 
 
22.Οι ροπές των εσωτερικών δυνάµεων ενός συστήµατος σωµάτων µπορούν να µεταδώσουν στροφορµή από το ένα 
σώµα στο άλλο, αλλά δεν µπορούν να µεταβάλλουν την ολική στροφορµή του συστήµατος 
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23.Το έργο µιας ροπής κατά τη στροφή ενός στερεού κατά γωνία θ  είναι τθW =  

 
24.Το θεώρηµα έργου - ενέργειας δεν ισχύει στις στροφικές κινήσεις 
 
25.Μια σφαίρα και ένας κύλινδρος αφήνονται να κυλήσουν, χωρίς να ολισθαίνουν, σε κεκλιµένο επίπεδο από το ίδιο 
ύψος. Οι µάζες των σωµάτων είναι ίσες. Όταν περνούν από τη βάση του κεκλιµένου επιπέδου δεν έχουν ίσες κινητικές 
ενέργειες 
 

26.Η σχέση της ισχύος της ροπής τωP =  είναι ανάλογη της σχέσης υFP =  της µεταφορικής κίνησης 

 
27.Ένα σώµα εκτελεί σύνθετη κίνηση, όταν εκτελεί ταυτόχρονα µεταφορική και στροφική κίνηση 
 
28.Το σηµείο εκείνο που κινείται όπως ένα υλικό σηµείο µε µάζα ίση µε τη µάζα του σώµατος, αν σ'αυτό ασκούταν 
όλες οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα, ονοµάζεται κέντρο µάζας 
 
29.Η ροπή ζεύγους δυνάµεων είναι ίδια ως προς οποιοδήποτε σηµείο 
 
30.Το µέτρο της αδράνειας ενός σώµατος στη στροφική κίνηση είναι η µάζα του σώµατος 
 
31.Αν σε ένα σώµα ή σε ένα σύστηµα σωµάτων η συνολική ροπή που δρα σ'αυτό είναι µηδενική, τότε η στροφορµή 
του σώµατος ή του συστήµατος διατηρείται σταθερή 
 
32.Ένας αθλητής καταδύσεων, καθώς περιστρέφεται στον αέρα, συµπτύσσει τα άκρα του. Με την τεχνική αυτή 
αυξάνεται η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του   
 
33.Η ροπή αδράνειας εκφράζει την αδράνεια στη µεταφορική κίνηση  
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                                     Ερωτήσεις µε αιτιολόγηση 
 
 
1.∆ίσκος παιδικής χαράς περιστρέφεται περί κατακόρυφο άξονα κάθετο στο επίπεδό του διερχόµενο από το κέντρο 

του δίσκου O  

 
 
 
 
 
Στο δίσκο δεν ασκείται καµία εξωτερική δύναµη. Ένα παιδί µετακινείται από σηµείο A  της περιφέρειας του δίσκου στο 
σηµείο B  πλησιέστερα στο κέντρο του. Τότε ο δίσκος θα περιστρέφεται 
α.πιο αργά 
β.πιο γρήγορα 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας                                                                                       Πανελλαδικές 2002  
 
2.Καλλιτέχνης του πατινάζ περιστρέφεται γύρω από τον άξονά του, χωρίς τριβές. Στην αρχή ο καλλιτέχνης έχει τα 
χέρια απλωµένα και στη συνέχεια τα συµπτύσσει. Ο καλλιτέχνης περιστρέφεται πιο γρήγορα, όταν έχει τα χέρια 
α.απλωµένα 
β.συνεπτυγµένα 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας                                                                                       Πανελλαδικές 2003 
 

3.Στην οµογενή ράβδο του σχήµατος βάρους Nw 30=  ασκούνται οι δυνάµεις NF 30=1 , NF 20=2  και 

NF 10=3 . 

∆ίνονται:
030=φ , 

2

1
=300ηµ , mΓA 2= , mOΓ 1= , m∆A 8=  

 
Η ράβδος ως προς το σηµείο O  

α.ισορροπεί 
β.περιστρέφεται 
Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας 
 

4.Ένας δίσκος ακτίνας cmR 10=  κυλίεται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Η ταχύτητα του κέντρου του δίσκου είναι 

sm /10  

Η ταχύτητα µε την οποία κινείται το κατώτερο σηµείο του δίσκου είναι 

α. sm /10  

β.µηδέν 
Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας 
 
5.Οριζόντιος δίσκος στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω   γύρω από κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
µάζας του. Αν διπλασιάσουµε τη µάζα του δίσκου, η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου  
α.υποδιπλασιάζεται  
β.διπλασιάζεται 
Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας 
 

6.Οριζόντιος οµογενής δίσκος µάζας M , στρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω   γύρω από κατακόρυφο άξονα που 
διέρχεται από το κέντρο µάζας του. Ξαφνικά αναγκάζουµε το δίσκο να περιστραφεί γύρω από άξονα που διέρχεται από 

1F  2F  

3F  

φ 

Α Γ 

∆ 

O 

O 
A B 
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σηµείο A  της περιφέρειας και είναι κάθετος στο επίπεδο του δίσκου. 

Η ροπή αδράνειας ως προς το κέντρο µάζας είναι 
2

2

1
= MRI cm

 

Η γωνιακή ταχύτητα του δίσκου  
α.παραµένει σταθερή  
β.υποτριπλασιάζεται  
Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας 
 
 

7.∆ύο οριζόντιοι κυκλικοί δίσκοι )(a  και )(β  µπορούν να ολισθαίνουν πάνω σε οριζόντιο ορθογώνιο τραπέζι EZΓ∆  

χωρίς τριβές, όπως στο σχήµα 

 
Αρχικά οι δύο δίσκοι είναι ακίνητοι και τα κέντρα τους απέχουν ίδια απόσταση από την πλευρά EZ . Ίδιες σταθερές 
δυνάµεις F  µε διεύθυνση παράλληλη προς τις πλευρές E∆  και ZΓ  ασκούνται σ’αυτούς. Στο δίσκο )(a  ασκείται 

πάντα στο σηµείο A  του δίσκου. Στο δίσκο )(β  η δύναµη ασκείται πάντα στο σηµείο B  του δίσκου. Αν ο δίσκος 

)(a  χρειάζεται χρόνο at  για να φτάσει στην απέναντι πλευρά EZ , ενώ ο δίσκος )(β  χρόνο βt , τότε 

α. >at βt                                    β. =at βt                                γ. <at βt   

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας                                                                                       Πανελλαδικές 2005  
 
 
 

8.Σε οριζόντιο επίπεδο ο δίσκος του σχήµατος µε ακτίνα R  κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει και η ταχύτητα του κέντρου 

µάζας του  K  είναι ίση µε cmυ . Η ταχύτητα του σηµείου που βρίσκεται στη θέση B  της κατακόρυφης διαµέτρου και 

απέχει απόσταση 2/R  από το K  θα είναι 

 
 

Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας                                                                                       Πανελλαδικές 2006  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

cmυ

 

Bυ  Β 

Κ 

 

α.

cmυ2

3
 

β.

cmυ3

2
 

γ.

cmυ2

5
 

 

∆ Ε 

 

Γ 

 
Ζ 

 

Α 

 

Β 

 

 (α) 

 

(β) 

 

F  

F  

R  

2/R  
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Χρήσιµες σχέσεις 
 
          

           Μεταφορική κίνηση                                                 Περιστροφική κίνηση 
 

µήκος τόξου θRddS =  
σχέση γραµµικής και γωνιακής ταχύτητας Rωυ =  

σχέση γραµµικής και γωνιακής  επιτάχυνσης   Raa γων=  

 
διάστηµα                             x  
 

 
γωνία περιστροφής           θ  

 

γραµµική ταχύτητα          
dt

dx
υ =

 
 

 

γωνιακή ταχύτητα         
dt

θd
ω =  

 

γραµµική επιτάχυνση       
dt

υd
a =

 
 

 

γωνιακή επιτάχυνση     
dt

ωd
aγων =  

 
µάζα                                    m   ροπή αδράνειας           ∑

1=

2=

n

i

iirmI

 
 

 
δύναµη                            maF =  
 

 
ροπή δύναµης              FRτ =  

 
ορµή                               υmp =  
 

 
στροφορµή                  rυmL =  

 
έργο                               FxW =  
 

 
έργο                        τθW =            

 

κινητική ενέργεια µεταφοράς 2

2

1
= υmK

 
 

 

κινητική ενέργεια περιστροφής   2

2

1
= ωIK  

 
θεµελιώδης νόµος µηχανικής 

maFΣ =  ή  
dt

dp
FΣ =

 
 

 
θεµελιώδης νόµος περιστροφής 

γωνIaτΣ =  ή  
dt

dL
τΣ =  

 
οµαλά µεταβαλλόµενη κίνηση (µεταφορική)  

atυυ ±= 0

  και    2

0 2

1
±= attυx   

 

 
οµαλά µεταβαλλόµενη κίνηση (στροφική) 

taωω γων±= 0

  και    2

0 2

1
±= tatωθ γων  

 
ισχύς  δύναµης            υFP =   
 

 
ισχύς ροπής                     τωP =  
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1.Η κλίση της ευθείας, στη γραφική παράσταση  tω -   είναι ίση µε τη γωνιακή 
επιτάχυνση.  
 
To εµβαδόν του σχήµατος που προκύπτει είναι αριθµητικά ίσο µε τη γωνία  
στροφής θ  
 
 
                                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 

Από 0  έως  s2   
 
στροφική κίνηση οµαλά επιταχυνόµενη 

από την κλίση της ευθείας προκύπτει 
2/5

2

1020
srad

t
a =

−
=

∆
∆

=
ω

γων και  

από το εµβαδόν (εµβαδόν τραπεζίου) rad
B

E
ή

302
2

1020

2
=

+
=

+
== υ

β
θ µικρµεγ

 

 

 
 
 
 
 
 
 
Από s2  έως s6   
 

στροφική κίνηση οµαλή ( .σταθω =  ) 

0=γωνa  και  

από το εµβαδόν (εµβαδόν παραλληλογράµµου) radάE 80204 =×=×== υψοςσηβθ  

 

 
 
 

 

ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
 

ω( rad /s) 

t (s) 
0              2                           6                 8 

10 

20 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Εξισώσεις που περιγράφουν θεωρητικά την κίνηση 
 

taγωνωω += 0
     και     

2

0
2

1
tat γωνωθ +=  

Εξισώσεις που περιγράφουν θεωρητικά την κίνηση 
 

.σταθω =      και     tωθ =  
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Από s6  έως s8   
 
στροφική κίνηση οµαλά επιβραδυνόµενη 

από την κλίση της ευθείας προκύπτει 
2/10

2

200
srad

t
a −=

−
=

∆
∆

=
ω

γων και  

από το εµβαδόν (εµβαδόν τριγώνου) rad
ύά

E 20
2

202

2
=

×
=

×
==

ψοςσηβ
θ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
                 
 
 
 
 
 
    

 
 
 
 

Εξισώσεις που περιγράφουν θεωρητικά την κίνηση 
 

taγωνωω −= 0
     και     

2

0
2

1
tat γωνωθ −=  

 

Γραφική 
παράσταση της 
γωνιακής 

επιτάχυνσης σε 
συνάρτηση µε 
το χρόνο 

 

αγων ( rad /s
2) 

t (s) 
0              2                           6                 8 

5 

-20 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  ΑΣΚΗΣΗ 4.65 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 

1L  στροφορµή 

στην αρχική θέση 

 

2L  στροφορµή στην τελική θέση 

Ισοδύναµο σχήµα 
 

 
 
 

Από το σχήµα προκύπτει 
 

2

2

2

1 LLL +=∆  

L1 

L2 
 

Οι ροπές δυνάµεων και η στροφορµή είναι διανυσµατικά µεγέθη, εποµένως προστίθενται ή 
αφαιρούνται όπως όλα τα διανυσµατικά µεγέθη 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ  ΑΣΚΗΣΗ 4.47 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 

 

L1 

L2 

Ισοδύναµο σχήµα                        L2 
                                                                    L1 
 

Από το σχήµα προκύπτει 
21 LLL +=  
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                                           ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΡΑΒ∆ΟΥ 
 
Για την επίλυση ασκήσεων µε ροπές σε ράβδους ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα 
 
 
 
 
Σχεδιάζουµε όλες τις δυνάµεις 
Συνηθέστερες δυνάµεις 
Βάρος , τάση νήµατος (από το σώµα προς το νήµα)  , δυνάµεις στις αρθρώσεις (ανάλογα µε το πρόβληµα) , 
αντιδράσεις επιφανειών (κάθετη για λείο, πλάγια µε τριβή), τριβές  
Η έκφραση «οµογενής ράβδος» σηµαίνει το βάρος κατακόρυφα και να διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµατος  
Η έκφραση «αβαρής ράβδος» σηµαίνει δε σχεδιάζουµε τη δύναµη του βάρους 
 
 

 
 
 

Αναλύουµε τις δυνάµεις σε ορθογώνιους άξονες X  και Y (όσες χρειάζονται ανάλυση) 
Βοηθούν πολύ την επίλυση τα διαδοχικά (ισοδύναµα) σχήµατα 
 
 
 

                                             
 
Για τις δυνάµεις γράφουµε τις σχέσεις  0=xFΣ  και 0=yFΣ  

Για τις ροπές γράφουµε τη σχέση  0=τΣ   

 
Για να αναπτύξουµε σωστά τον όρο τΣ  πρέπει να κάνουµε τα εξής 

 
α.να επιλέξουµε άξονα περιστροφής  
επιλέγουµε σαν άξονα περιστροφής το βολικότερο δηλ. είτε αυτόν από τον οποίο διέρχονται οι φορείς των 
περισσοτέρων δυνάµεων του προβλήµατος (για να µηδενιστούν οι ροπές τους) είτε το σηµείο από το οποίο διέρχεται 
δύναµη η τιµή της οποίας δεν µας ενδιαφέρει 
 
β.να ορίσουµε τις κάθετες αποστάσεις των δυνάµεων από τον άξονα περιστροφής 
Όταν η ράβδος είναι οριζόντια οι αποστάσεις είναι κάθετες µετά την ανάλυση των δυνάµεων 
Όταν η ράβδος είναι πλάγια, οι αποστάσεις ορίζονται µε τη βοήθεια τριγωνοµετρικών σχέσεων 
 
Σηµείωση  
Στο ίδιο αποτέλεσµα καταλήγουµε αν χρησιµοποιήσουµε στη δεύτερη περίπτωση, συνιστώσες των δυνάµεων 
  

 
 
 
 
 
 

ΒΗΜΑ 1ο 

ΒΗΜΑ 2ο 
 

ΒΗΜΑ 3ο 

ΡΟΠΕΣ ΣΕ ΡΑΒ∆ΟΥΣ 
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                                        ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΡΑΒ∆ΟΣ 
 

 
 
 
                            

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       
 
 
                         Ισοδύναµο σχήµα. ∆ε χρειάζεται ανάλυση δυνάµεων 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          
                        Υπολογισµοί 
 
                                              
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                          
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2011 
Αβαρής ράβδος 

ΒΗΜΑ 1ο 

ΒΗΜΑ 2ο 

ΒΗΜΑ 3ο 

d 

2d 

d 
 

Ο 

WΑ 

WΓ 

 Τ=W+W1+W2+W3 

d 

d 
 

Ο 

WA=10N 

 WΓ=60N 
 

Τ=80Ν 

WA 

 

WΓ 

 

T 
 

W1 

 

   T1 
 

T1 
 

W2 

 

W 

 
T2 
 

Ισχύουν 
 

Τ1=W1=m1g=20N 
 

Τ2=W2=(m2+m3)g=2
0N 
 

Τ=W+W1+W2= 
Mg + W1+W2= 
40+20+20=80N 

T2 
 

T 

2d 
 

Στ(Ο) = τWA + τWΓ – τΤ 
 

Στ(Ο) =10x2d + 60xd – 80xd 
 

Στ(Ο) =20d + 60d – 80d 
 

Στ(Ο) =0 
 

άρα ισορροπεί 
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                        Ισοδύναµο σχήµα. ∆ε χρειάζεται ανάλυση δυνάµεων 
 

                                      
 
                                 Υπολογισµοί 
 

 
 
 

A  
B  

W  

F  

 Γ   

N 
 

Tst 
 

 

F2 
 

F1 
 

Στ(Α) =0 
 

τF1 + τF2 + τW + τTστ + τΝ + τF =0 
 

0 + 0 – w l/2 + 0 + N 3l/4 – F l = 0 
 

N=32N 

l 

3l/4 

l/2 

A  
B  

W  

F  

 Γ   

N 
 

Tst 
 

 

F2 
 

F1 
 

T2 
 

A  
B  

W  
T2 

F  

 Γ   

w2 

w1 

 

N 
 

Tst 
 

 

F2 
 

F1 
 

Ισχύουν 
 

Τ2=W2=mg=10N 
 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2006 
Οµογενής ράβδος 

 

ΒΗΜΑ 1ο 
 

ΒΗΜΑ 2ο 

ΒΗΜΑ 3ο 
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      Η ΡΑΒ∆ΟΣ ΣΧΗΜΑΤΙΖΕΙ ΓΩΝΙΑ ΜΕ ΤΟ ΟΡΙΖΟΝΤΙΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                     
 
 
                                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                     
 
 
                              
 
                                     
 
 
                                                 
 
 
 
 
      
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΑΣΚΗΣΗ 4.58 ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ 
Οµογενής Ράβδος – Στηρίζεται σε λείο τοίχο και σε επιφάνεια µε τριβή 

 

Α1 

W 
Α2 

ΒΗΜΑ 1ο 
 

Σχεδιάζω τις δυνάµεις 

 

 

Α1 

W 
Α2 

ΒΗΜΑ 2ο 
 

Αναλύω τις δυνάµεις 
 

φ 

  φ 

Ν2 

      J 

 

 

A1 

W 

Ισοδύναµο σχήµα 
 

N2 

             J 

φ 

 

φ 

 

φ 

 

φ 

 

 

Αντίδραση σε λεία επιφάνεια 
Η αντίδραση συµπίπτει µε 
την κάθετη στην επιφάνεια 

 

Αντίδραση σε επιφάνεια µε τριβή 
Η δύναµη θα αναλυθεί στην τριβή J 
και την κάθετη στην επιφάνεια N2 
 

Σηµείο τοµής φορέων των δυνάµεων 
που ασκούνται στο σώµα. Η εύρεση 
του βοηθάει το σωστό σχεδιασµό των 
δυνάµεων. 
Για την εύρεση του ξεκινάµε από τις 
γνωστές δυνάµεις π.χ βάρος , των 
οποίων γνωρίζουµε σίγουρα τον φορέα 
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O 

Φορέας W 

 

A1 

W 
N2 

            J 

 

φ 

 

φ 

 

 

ΒΗΜΑ 3ο 
 

Εφαρµογή των σχέσεων 

0=xFΣ  , 0=yFΣ  και   0)( =Σ Oτ  

Ορισµός σηµείου (άξονα) περιστροφής και αποστάσεων δυνάµεων από το σηµείο 
Σηµείο περιστροφής O 

 

 
Ορισµός αποστάσεων δυνάµεων από το σηµείο περιστροφής O 

                                                                    AΝΑΛYTIKA ΣΧΗΜΑΤΑ 

O 

 

W 

φ 

 

 

Απόσταση δύναµης W από το σηµείο O 

                         
2

l
συνφ 

2/l
2 

Ροπή W 

συνφτ
2

l
WW =  
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Η απόσταση δύναµης  A1 από το σηµείο O είναι µηδέν 
  

O 

 

N2 

φ 

 

 

O 

 

         J 

 

φ 

 

 

O 

 

A1 
φ 

 

 

Φορέας  N2 
 

Απόσταση δύναµης N2  από το σηµείο O 

                     l συνφ 
 

l

Φορέας  J 
 

Απόσταση δύναµης   J  από το σηµείο O 

                     l ηµφ 
 

                     

l  

 

Φορέας  A1 
 

Ροπή N2 

συνφτ lNN 22
=  

 

Ροπή J 

ηµφτ JlJ =  

Ροπή A1 

0
1
=Fτ  
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Εφαρµογή των σχέσεων  0=xFΣ  , 0=yFΣ  και   0)( =Σ Oτ
 

 

JAJAFx =⇒=−⇒=Σ 11 00  

WNWNFy =⇒=−⇒=Σ 22 00  

⇒=+++⇒=Σ 00
21)( JNWAO τττττ 0

2
0 2 =+−− ηµφσυνφσυνφ JllN

l
W  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΑΣΚΗΣΗ 4.56 ΣΧΟΛΙΚΟ ΒΙΒΛΙΟ 
Οµογενής Ράβδος – Άρθρωση – Τάση νήµατος 

 

ΒΗΜΑ 1ο 
Σχεδιάζω τις δυνάµεις 

F  

T  

w  

ΒΗΜΑ 2ο 
Aναλύω τις δυνάµεις 
 

 

F  w  

T  

   φ 

  

Fx 

φ 

           Fy 

 

 

w  

T  

Fx 

φ 
      Fy 

 

Ισοδύναµο σχήµα 

θ 

 
Η κατεύθυνση της άρθρωσης 

F  
υπολογίζεται από τη σχέση   

x

y

F

F
=εφθ  

Σηµείο τοµής φορέων των 
δυνάµεων που ασκούνται στο 
σώµα. Γνωρίζοντας τη διεύθυνση 
της τάσης και του βάρους , µας 
βοηθάει να σχεδιάσουµε τον 
φορέα της άρθρωσης  
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ΒΗΜΑ 3ο 
 

Εφαρµογή των σχέσεων 

0=xFΣ  , 0=yFΣ  και   0)( =Σ Aτ  

Ορισµός σηµείου (άξονα) περιστροφής και αποστάσεων δυνάµεων από το σηµείο 
Σηµείο περιστροφής Α 

 

 

w  

T  

Fx 

φ       Fy 

 

 
Ορισµός αποστάσεων δυνάµεων από το σηµείο περιστροφής Α 

                                                                    AΝΑΛYTIKA ΣΧΗΜΑΤΑ 

Α 

T  

φ 

Α 

 

Φορέας δύναµης Τ 

Απόσταση δύναµης Τ από το σηµείο Α  

                     l συνφ 

l  
Ροπή Τ 

συνφτ TlT =  
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w  φ 

Α 

 

Φορέας δύναµης w  

Απόσταση δύναµης  W  από το σηµείο Α  

                     
2

l
ηµφ 

 

2/l  

Fx 

φ 
      Fy 

 

Α 

 

H απόσταση της δύναµης  Fy   
από το σηµείο Α είναι µηδέν 

 

H απόσταση της δύναµης Fx 

από το σηµείο Α είναι µηδέν 

 

Φορέας δύναµης  yF  

Φορέας δύναµης xF    

Ροπή w  

ηµφτ
2

l
WW =  

Ροπές Fχ και Fy 

0=Fxτ  και 0=Fyτ   

 

Εφαρµογή των σχέσεων  0=xFΣ  , 0=yFΣ  και   0)( =Σ Aτ
 

 

xxx FTFTF =⇒=−⇒=Σ 00  

mgFWFF yyy =⇒=−⇒=Σ 00  

⇒=+++⇒=Σ 00)( xy FFWTA τττττ 000
2

=++− ηµφσυνφ
l

WTl  



24 

 

 

 
 
 
 
 
                          
                                    ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟ ΣΧΗΜΑ ΑΠΟ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ 

 
 
                            

                                                       
 
                          
 
 
 
            
 
 
 
 
 
                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2011 
Αβαρής ράβδος 

WΑ 

WΓ 

 

300 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας 0=U  
 

φορέας WΑ 

φορέας WΓ 

 

Υπολογισµός συνολικής ροπής 
 

2

1
2

2

1
30230

00

)( dgmgdmdWdW AAWWO A
+=+=+=Σ ΓΓΓ

ηµηµτττ  

 
 

Απόσταση δύναµης WΓ από το σηµείο περιστροφής 
030ηµd  

Ο 

Απόσταση δύναµης WΑ από το σηµείο περιστροφής 
0302 ηµd  

 

d 

2d 

 

Ροπή WΓ 
030ηµτ dWW Γ=

Γ
 

 

Ροπή WΑ 
0302 ηµτ dW AWA

=  
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       Για να βρούµε την ταχύτητα σηµείου κυλιόµενου τροχού ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα 

 
 
 

Για την ταχύτητα στο συγκεκριµένο σηµείο γράφουµε τη σχέση 
→→→

+= πουσηµε υυυ cmί   

 

 
 
 
Αναλόγως µε το σχήµα που προκύπτει, γίνεται αντικατάσταση στην παραπάνω σχέση 
 
 
 

                                             
Αντικαθιστούµε (στη σχέση όπως γράφεται σύµφωνα µε το σχήµα) 

Rcm ωυ =  και  rωυπ =  όπου r  η ακτίνα της τροχιάς που αντιστοιχεί το σηµείο 

 
 
 
 
Προσθέτουµε τις ταχύτητες όπως έχουν προκύψει από την αντικατάσταση 
 
 
 

                                             
Αντικαθιστούµε το αποτέλεσµα της πρόσθεσης των Rω  µε βάση τη σχέση Rcm ωυ =   

 
                                           Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σηµείου που βρίσκεται στη θέση B  της        

                                                             κατακόρυφης διαµέτρου και απέχει απόσταση 3/2R  από το κέντρο K   

 

 
 
 
                                                                                             Αντικαθιστούµε                     Προσθέτουµε 

                                                                                             RRB ωωυ
3

2
+=

                
RB ωυ

3

5
=  

 
 
                                                                                                      
                                                                                                             αντικαθιστούµε 

    
→→→

+= πυυυ cmB                Από το σχήµα προκύπτει                                ⇒= RB ωυ
3

5
cmB υυ

3

5
=  

ΒΗΜΑ 1ο 

ΒΗΜΑ 2ο 

ΒΗΜΑ 3ο 
 

ΒΗΜΑ 4ο 
 

ΒΗΜΑ 5ο 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 1 

Β 

ΒΗΜΑ 1ο ΒΗΜΑ 2ο 

Β 
 

υπ 

υcm 
 

ΒΗΜΑ 3ο 
 

ΒΗΜΑ 4ο 

ΒΗΜΑ 5ο 

ΤΑΧΥΤΗΤΑ ΣΗΜΕΙΟΥ ΚΥΛΙΟΜΕΝΟΥ ΤΡΟΧΟΥ 
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                                                 πυυυ += cmB  

 
 
 

                                           Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σηµείου που βρίσκεται στη θέση B  της        

                                                             κατακόρυφης διαµέτρου και απέχει απόσταση 2/R  από το κέντρο K   

 

 
 
 
                                                                                             Αντικαθιστούµε                     Προσθέτουµε 

                                                                                             RRB ωωυ
2

1
−=

                
RB ωυ

2

1
=  

 
 
                                                                                                      
 
 
                                                                                                                     αντικαθιστούµε 

    
→→→

+= πυυυ cmB                    Από το σχήµα προκύπτει                                ⇒= RB ωυ
2

1
cmB υυ

2

1
=  

                                                 πυυυ −= cmB  

 
 
 
 
 
 

                                           Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σηµείου που βρίσκεται στη θέση B  της        

                                                             οριζόντιας διαµέτρου και απέχει απόσταση 2/R  από το κέντρο K   

 

 
 
 
                                                                                             Αντικαθιστούµε                     Προσθέτουµε 

                                                                                         22 )
2

1
()( RRB ωωυ +=

        
2)(

4

5
RB ωυ =

         
 

 
 
                                                                                                      
 
 
                                                                                                                     αντικαθιστούµε 

    
→→→

+= πυυυ cmB                Από το σχήµα προκύπτει                                ⇒= 2

4

5
cmB υυ 5

2

cm

B

υ
υ =  

                                             
22

πυυυ += cmB  

 
 
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 2 

Β 

ΒΗΜΑ 1ο ΒΗΜΑ 2ο 

Β 
 

υπ 

υcm 
 

ΒΗΜΑ 3ο ΒΗΜΑ 4ο 

ΒΗΜΑ 5ο 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 3 

Β 

ΒΗΜΑ 1ο ΒΗΜΑ 2ο 

Β 
 

υπ 

υcm 
 

ΒΗΜΑ 3ο ΒΗΜΑ 4ο 

ΒΗΜΑ 5ο 
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                                           Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σηµείου που βρίσκεται στη θέση B  της        

                                                             οριζόντιας διαµέτρου και απέχει απόσταση 2/R  από το κέντρο K   

 
 

 
 
 
                                                                                             Αντικαθιστούµε                     Προσθέτουµε 

                                                                                         22 )
2

1
()( RRB ωωυ +=

        
2)(

4

5
RB ωυ =

         
 

 
 
                                                                                                      
 
 
                                                                                                                     αντικαθιστούµε 

    
→→→

+= πυυυ cmB                Από το σχήµα προκύπτει                                ⇒= 2

4

5
cmB υυ 5

2

cm

B

υ
υ =  

                                             
22

πυυυ += cmB  

 
 
 
                                       Να υπολογιστεί η ταχύτητα του σηµείου που βρίσκεται στη θέση B  της        

                                                       διαγώνιας διαµέτρου και απέχει απόσταση 2/R  από το κέντρο K  (γωνία 600) 

 

 
 
 
                                                                                                                    Αντικαθιστούµε                      

                                                                                         022 60)
2

1
)((2)

2

1
()( συνωωωωυ RRRRB ++=

                 

 
 
                                                                                                      
                                                                                                                         Προσθέτουµε 
 

                                                                                                                      2)(
4

7
RB ωυ =                                

    
→→→

+= πυυυ cmB                   Από το σχήµα προκύπτει                              

                                       
συνφυυυυυ ππ cmcmB 222 ++=                                                                     

                                                                                                            
⇒= 2

4

7
cmB υυ 7

2

cm

B

υ
υ =  

                                      
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 

Β 

ΒΗΜΑ 1ο ΒΗΜΑ 2ο 

Β 
 

υπ 

υcm 
 

ΒΗΜΑ 3ο ΒΗΜΑ 4ο 
 

ΒΗΜΑ 5ο 
 

Β 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 5 

Β 

ΒΗΜΑ 1ο ΒΗΜΑ 2ο 

Β 
 

υπ 

υcm 
 

ΒΗΜΑ 3ο 

ΒΗΜΑ 4ο 

ΒΗΜΑ 5ο 

Β 

60 
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                                                                      1ος τρόπος 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2ος τρόπος 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ΠΕΡΙΣΤΡΕΦΟΜΕΝΗ ΡΑΒ∆ΟΣ ΑΠΟ ΣΤΑΘΕΡΟ ΣΗΜΕΙΟ 

Μόνο στροφική κίνηση 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4-12 ΤΟΥ 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 

 

 

 

Θέση A  
 

Θέση Ζ :επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας 0=zU  

Το επίπεδο που διέρχεται από το κέντρο µάζας 
 

Α 

L  

2/L  

∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας 
 

⇒⇒ ZZAAMZMA KUKUEE +=+=  ⇒
2

1
+0=0+

2
2ωI

L
mg 2

2

1
=

2
ωI

L
mg

 
 

 

 

Θέση A  
 

Θέση Ζ : επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας 0=zU  

 

Α 

L  

2/L  

∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας 
 

⇒⇒ ZZAAMZMA KUKUEE +=+=  ⇒
2

1
+

2
=0+ 2ωI

L
mgmgL 2

2

1
=

2
ωI

L
mg

 
 

L  

W  

W  

W  

W  

Στην περιστρεφόµενη ράβδο από σταθερό σηµείο από την εφαρµογή της Α.∆.Μ.Ε βρίσκουµε συνήθως τη 
γωνιακή ταχύτητα ω της ράβδου στη συγκεκριµένη θέση. Τα βήµατα που ακολουθούµε είναι  
 
ΒΗΜΑ 1ο : Ορίζουµε τις θέσεις µεταξύ των οποίων θα εφαρµόσουµε την Α.∆.Μ.Ε . Κριτήριο είναι τα δεδοµένα της 
άσκησης, δηλ. σε ποιες θέσεις γνωρίζουµε κάποια στοιχεία, όπως ταχύτητες 
ΒΗΜΑ 2ο : Ορίζουµε επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας. Προφανώς κάποιο από τις δύο θέσεις. Μετά τον ορισµό 
του επιπέδου µηδενικής δυναµικής ενέργειας, ορίζουµε τις αποστάσεις των µαζών από το εν λόγω επίπεδο, για να 
υπολογίσουµε τη δυναµική ενέργεια κάθε µάζας σε σχέση µε αυτό 
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                               ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΟ ΣΧΗΜΑ ΑΠΟ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ 

 
 
                            

                               
                         
 
                          
 
 
 
            
 
 
 
 
 
                          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΠΑΝΕΛΛΑ∆ΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 2011 
Αβαρής ράβδος 

d 

d 
 

Ο 

WΑ 

WΓ 

 

2d 

2d 
 

WΑ 

 

WΓ 

 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας 0=zU  

 

ΘΕΣΗ Α 

ΘΕΣΗ Ζ 

∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας 
 

⇒⇒ ZZAAMZMA KUKUEE +=+=  

2

2

1
0022 ωIgdmdgmdgmA ++=++ ΓΓ   

όπου 
22)2( dmdmI A Γ+=  
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ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΑΧΥΤΗΤΩΝ – ΕΠΙΤΑΧΥΝΣΕΩΝ – ΧΡΟΝΩΝ ΚΑΘΟ∆ΟΥ ΓΙΑ ∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ ΣΩΜΑΤΑ 
 
 
 
                                        Ένας συµπαγής κύλινδρος, µια οµογενής σφαίρα και ένας κυκλικός δακτύλιος έχουν την                 

                                        ίδια µάζα m  και την ίδια ακτίνα R . Τα τρία σώµατα αφήνονται από το ίδιο σηµείο  

                                        κεκλιµένου επιπέδου να κυλίσουν κατά µήκος αυτού χωρίς να ολισθαίνουν 

 
Να συγκριθούν 
 
α.οι ταχύτητες των σωµάτων όταν φτάσουν στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 
 
β.οι επιταχύνσεις των σωµάτων και 
  
γ.οι χρόνοι που τα σώµατα φτάνουν στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 

∆ίνονται: οι ροπές αδράνειας των τριών σωµάτων  
2

2

1
= mRI K

, 
2

5

2
= mRI σ και 

2= mRI δ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

           ∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας για τον κύλινδρο 
 

 

⇒+=+⇒= ZZAAMZMA KUKUEE ⇒++=++ 22

2

1

2

1
000 KKK Immgh ωυ  

⇒+=
2

2
22

2

1

2

1

2

1

R
mRmmgh K

K

υ
υ ⇒= 2

4

3
Kgh υ ghK

3

4
=υ  

 

 
 

ΚΕΚΛΙΜΕΝΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 
 

ΘΕΣΗ Α 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας 0=zU  

 

ΘΕΣΗ Ζ 
h  

Σύγκριση ταχυτήτων 

S  

Για την εφαρµογή της Α∆ΜΕ πρέπει να 
ορίσουµε 

Επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας, 
ύψος του σώµατος σε σχέση µε το 
επίπεδο µηδενικής ενέργειας και 

ταχύτητες του σώµατος στις δύο θέσεις 
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∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας για τη σφαίρα 

 

⇒⇒ ZZAAMZMA KUKUEE +=+=  ⇒++=++ 22

2

1

2

1
000 σσσ ωυ Immgh  

⇒+=
2

2
22

5

2

2

1

2

1

R
mRmmgh σ

σ

υ
υ ⇒= 2

10

7
συgh gh

7

10
=συ  

 

 

∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας για το δακτύλιο 

 

⇒⇒ ZZAAMZMA KUKUEE +=+=  ⇒++=++ 22

2

1

2

1
000 δδδ ωυ Immgh  

⇒+=
2

2
22

2

1

2

1

R
mRmmgh δ

δ

υ
υ ⇒= 2

δυgh gh=δυ  

 

Επειδή  gh
7

10
 〉  gh

3

4 〉  gh  για τις ταχύτητες ισχύει  συ >
Kυ > δυ  

 
 
 
 

Επειδή τα τρία σώµατα διανύουν την ίδια απόσταση, θα χρησιµοποιηθεί και για τα τρία η σχέση  
S

a
a

S
22

22 υυ
=⇒=  

η οποία προκύπτει από τις σχέσεις  
21

2
S at=  και at=υ  µε απαλοιφή του χρόνου 

Επιτάχυνση κυλίνδρου            
S

gh

S

gh

S
a K

K
6

4

2

3

4

2

2

===
υ

  

Επιτάχυνση σφαίρας                
S

gh

S

gh

S
a

14

10

2

7

10

2

2

=== σ
σ

υ
               

 

Επιτάχυνση δακτυλίου              
S

gh

S

gh

S
a

222

2

=== δ
δ

υ
          

  

Επειδή  
S

gh

14

10
 〉  

S

gh

6

4 〉  
S

gh

2
 για τις επιταχύνσεις ισχύει  σa >

Ka > δa          

 
 
 
 

Για το χρόνο χρησιµοποιούµε την σχέση  ⇒= atυ  
a

t
υ

=   

Σύγκριση επιταχύνσεων 

Σύγκριση χρόνων 



32 

 

Χρόνος καθόδου κυλίνδρου      
gh

S

S

gh

gh

a
t

K

K

K

3

6

4

3

4

===
υ

         

Χρόνος καθόδου σφαίρας      
gh

S

S

gh

gh

a
t

8.2

14

10

7

10

===
σ

σ
σ

υ
         

 Χρόνος καθόδου δακτυλίου      
gh

S

S

gh

gh

a
t

4

2

===
δ

δ
δ

υ
         

Επειδή  
gh

S
4

 〉
gh

S
3

 〉  
gh

S
8.2

 για τους χρόνους ισχύει  δt >
Kt > σt       

 
 
 
                                                      Συµπαγής και οµογενής σφαίρα µάζας m  κυλίεται, χωρίς να ολισθαίνει, πάνω σε          

                                                      οριζόντιο επίπεδο µε µεταφορική ταχύτητα smυcm /10= .Στην πορεία της  

                                                      συναντά κεκλιµένο επίπεδο, γωνίας κλίσης 
030=φ  στο οποίο ανεβαίνει χωρίς     

                                                      να ολισθαίνει  
 

Να βρεθούν  
 
α.η επιτάχυνση του κέντρου µάζας της σφαίρας 
 
β.η γωνιακή επιτάχυνση της σφαίρας 
 
γ.οι τιµές του συντελεστή οριακής στατικής τριβής για τις οποίες η κίνηση της σφαίρας στο κεκλιµένο επίπεδο γίνεται 
χωρίς ολίσθηση και  
 
δ.η απόσταση που θα διατρέξει η σφαίρα κατά την άνοδό της στο κεκλιµένο επίπεδο µέχρι να σταµατήσει 
 
∆ίνονται 

Η ακτίνα της σφαίρας cmR 10=  , 
2

1
=300ηµ  , 

2

3
=300συν  , η ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα που 

διέρχεται από το κέντρο της 
2

5

2
= mRI  και 

2/10= smg   

                                                                         
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Ι 
 

ΚΙΝΗΣΗ ΣΕ ΚΕΚΛΙΜΕΝΟ 
ΕΠΙΠΕ∆Ο (άνοδος) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

  Ν 

WΧ=mgηµφ 

 

w y=mgσυνφ 

 

J 

φ 

υcm 1h  

1S  

cmυ  

ΘΕΣΗ  Α 

ΘΕΣΗ  Ζ 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας  

0=zU  

υ  
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                     1ος τρόπος µε θεώρηµα µεταβολής κινητικής ενέργειας 
 

ΘΜΚΕ ( ZA → ) Η ταχύτητα στη θέση Α είναι  υ
  
και στη θέση Ζ είναι sm /100 =υ  

 
 ⇒= ολαρχτελ WKK -  ⇒+++= TWxWN WWWWKK

yαρχτελ -    

⇒++=






 +







 + 0-00
2

1

2

1
-

2

1

2

1
1

22

0

22 ηµφωυωυ mgSImIm  

⇒=








+







+ ηµφ

υ
υ

υ
υ 12

2

022

02

2
22 -

5

2

2

1

2

1
-

5

2

2

1

2

1
mgS

R
mRm

R
mRm  

 ⇒= ηµφυυ 1

2

0

2 -
10

7
-

10

7
mgSmm  1

22

0
14

100
- S=υυ  (1) 

Αλλά 
cma

S
2

-
22

0
1

υυ
=  (2) Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει ⇒= cmaSS 11 2

14

100
⇒=

× cma
214

100
27

25
=

s

m
acm

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                2ος τρόπος µε διατήρηση µηχανικής ενέργειας  
                                           Θέσεις Ζ και Α 
                     Επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το Ζ (δηλ. 0=ZU ) 

 
 

⇒= MAMZ EE ⇒+=+ AAZZ KUKU  

⇒++=++ )
2

1

2

1
()

2

1

2

1
(0 22

1

22

0 ωυωυ ImmghIm  

⇒++=+ )
5

2

2

1

2

1
()

5

2

2

1

2

1
(

2

2
22

12

2

022

0
R

mRmmgh
R

mRm
υ

υ
υ

υ

Υπολογισµός επιτάχυνσης του κέντρου µάζας της σφαίρας 
 

Επιβραδυνόµενη κίνηση µε smcm /100 ==υυ
 

ισχύουν οι εξισώσεις 

at−= 0υυ   και    2

0
2

1
attx −= υ   

Από τις εξισώσεις αυτές µε απαλοιφή του χρόνου προκύπτει η σχέση 

 

cma
x

2

-
22

0 υυ
=  

Κατά την κύλιση σώµατος το 
έργο της τριβής είναι µηδέν δηλ. 

0=TW  

ΑΙΤΙΟΛΟΓΗΣΗ 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 4 – 13 
ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 

Απόδειξη της σχέσης 
cma

x
2

-
22

0 υυ
=  

Επιβραδυνόµενη κίνηση 

Από τη σχέση 
cm

cm
a

tta
υυ

υυ
-

- 0

0 =⇒=   αντικαθιστούµε στη σχέση 
2

0
2

1
- tatx cmυ=  και έχουµε 

⇒















=

2

00

0

-

2

1
-

-

cm

cm

cm a
a

a
x

υυυυ
υ

( )
⇒








=

cmcm aa
x

2

00

0

-

2

1
 -

- υυυυ
υ ⇒

+
= )

2-
(

2

1
-

- 0

22

00

2

0

cmcm aa
x

υυυυυυυ

⇒
+

= )
2-

(
2

1
-

2

2-2 0

22

00

2

0

cmcm aa
x

υυυυυυυ
⇒

+
=

cma
x

2

2--2-2 0

22

00

2

0 υυυυυυυ

cma
x

2

-
22

0 υυ
=  

Στο κεκλιµένο επίπεδο ισχύουν 

ηµφmgWx = , συνφmgW y =  και 

1

1

S

h
=ηµφ  
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⇒++=+ )
10

2

10

5
()

10

2

10

5
( 22

1

2

0

2

0 υυυυ mmmghmm ⇒++=+ )
10

2

10

5
()

10

2

10

5
( 22

1

2

0

2

0 υυυυ gh

⇒+= 2

1

2

0
10

7

10

7
υυ gh ⇒+= 2

1

2

10

7
1010

10

7
υh ⇒+= 2

1
10

7
1070 υh 20

1
10

7
301070 υηµ += S  (1) 

αλλά 
cma

S
2

-
22

0
1

υυ
=  (2)  

Από τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει 
27

25
=

s

m
acm

 

3ος τρόπος µε τους θεµελιώδεις νόµους µεταφορικής και στροφικής κίνησης 
 
 

1.Ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµατος (βοηθητική σχέση Raa γων= ) 

 
 

Μεταφορική: cmcmxcmx mamgJmaWJamF ----
→→

=⇒=⇒=Σ ηµφ  (1) 

Στροφική: ⇒=⇒=⇒=Σ
R

a
mRJRamRJRIa cm22

5

2

5

2
γωνγωντ

cmmaJ
5

2
=  (2) 

Από τις σχέσεις (1) και  (2) προκύπτει 

⇒= cmcm mamgma --
5

2
ηµφ ⇒= cmcm aga --

5

2
ηµφ ⇒=+ 030

5

2
ηµgaa cmcm ⇒= 030

5

7
ηµgacm

⇒= 030
7

5
ηµgacm ⇒= 5

5

7
cma

27

25

s

m
acm =  

 
 
2.Ο άξονας περιστροφής διέρχεται από το σηµείο επαφής του σώµατος µε το κεκλιµένο επίπεδο 
 
 

Ροπή δηµιουργεί η xW  (Θεώρηµα Steiner  
2222

5

7

5

2
mRmRmRmRII cmp =+=+=  )  

⇒=⇒=⇒=Σ
R

a
mRRmgamRRWaI cm

xp

22

5

7

5

7
ηµφτ γωνγων ⇒= cmag

5

7
ηµφ 2/

7

25
smacm =

 
 
 
 
 
 
 

Από τη σχέση Raacm γων=  προκύπτει 
2/

7

250

1.0

7/25
srad

R

a
a cm ===γων  

 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
Εποµένως 

Υπολογισµός γωνιακής επιτάχυνσης της σφαίρας 

Συνθήκη για να κυλίεται η σφαίρα και να µην ολισθαίνει 
 

NJ µ≤  
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⇒NJ µ≤ ⇒
N

J≥µ ⇒
y

cm

B

ma
5

2

≥µ ⇒
0

0

30

30
7

2≥
συν

ηµ
µ

mg

mg

⇒
0

0

30

30

7

2≥
συν
ηµ

µ ⇒

2

3

2

1

7

2≥µ ⇒
3

1

7

2≥µ

21

32≥µ  

 
 
 
 
 
 
 

                                                Οµογενής ράβδος µήκους ml 75.0=  και µάζας  KgM 4= , µπορεί να      

                                                περιστρέφεται χωρίς τριβές σε κατακόρυφο επίπεδο, γύρω από οριζόντιο άξονα που  
                                                είναι κάθετος στη ράβδο και διέρχεται από το ένα άκρο της. Στο άλλο άκρο της  
                                                ράβδου είναι προσκολληµένη µάζα  Kgm 2=  η οποία κινείται µαζί  της . Αρχικά η  

                                                ράβδος βρίσκεται στην άνω κατακόρυφη θέση της και αφήνεται ελεύθερη να κινηθεί 
 

Να βρεθούν 
Α.Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος όταν το σύστηµα ράβδος – µάζα είναι στην οριζόντια θέση 
και η γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου στην ίδια θέση 
 
 
Β. Όταν η ράβδος φτάσει στην κάτω κατακόρυφη θέση της, η µάζα m  αποκολλάται από τη ράβδο και κινούµενη 

οριζόντια, συγκρούεται πλαστικά µε σώµα ίσης µάζας που βρίσκεται δεµένο στην ελεύθερη άκρη οριζόντιου ελατηρίου 

που έχει το άλλο άκρο του στερεωµένο. Το ελατήριο έχει σταθερά cmNk /1=  και βρίσκεται στο φυσικό του µήκος 

 
Να υπολογιστούν  
 
το πλάτος της ταλάντωσης που θα εκτελέσει το ελατήριο και µετά από πόσο χρόνο µετά την κρούση το ελατήριο θα 
ξαναβρεθεί στη θέση φυσικού του µήκους 

 ∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο της 
2

12

1
= MlI  και 

2/10= smg  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        
 Υπολογισµός ρυθµού µεταβολής της στροφορµής και γωνιακής επιτάχυνσης 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΙΙ 
 

ΣΥΝΘΕΤΗ ΑΣΚΗΣΗ 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας  0=U  

 

Mg  

mg  

l  

2/l  

Κατακόρυφη θέση ράβδου 

Οριζόντια θέση ράβδου 
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Ο ρυθµός µεταβολής της στροφορµής δίνεται από τη σχέση εξτΣdt

dL
=

 

Αλλά  2

2

30=+
2

=
s

m
Kgmgl

l
MgτΣ εξ  εποµένως =

dt

dL
2

2

30
s

m
Kg  

Επίσης ⇒=Σ γωνεξτ Ia ⇒+






+= γωνaml
l

MMl )
212

1
(30 2

2

2
 ⇒= γωνa

8

15
30 srada /16=γων  

 
 
 
 
 

            Υπολογισµός πλάτους ταλάντωσης και χρόνου µέγιστης συσπείρωσης  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας  0=ZU  

 

Mg  

mg  

l2  

2/3l  

Θέση  Β  ράβδου 

 Θέση Ζ ράβδου 

2/l  

Mg  

υ  

 

 

Οριζόντιο ελατήριο 
Η θέση πλαστικής κρούσης είναι η θέση  

ισορροπίας 
 της α.α.τ. που θα ακολουθήσει 

 

Α 
πλάτος α.α.τ 

Θέση µέγιστης συσπείρωσης 
Ακραία θέση α.α.τ. 

 

φυσικό µήκος ελατηρίου 
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∆ιατήρηση µηχανικής ενέργειας µεταξύ των θέσεων Β και Ζ 
 

⇒= MZMB EE ⇒+=+ ZZBB KUKU sradI
l

Mglmg
l

Mg /8
2

1
0

2
02

2

3 2 =⇒++=++ ωω
 

 

H ταχύτητα της µάζας m  στο κατώτερο σηµείο είναι sml /6
4

3
8 =×== ωυ

 
 

Πλαστική κρούση    ⇒=
→→

άPP ολµετολπριν smVmVm /320 =⇒=+υ  

 
 

Το σύστηµα εκτελεί α.α.τ. γιατί η µοναδική δύναµη που ασκείται στο σύστηµα είναι η kxF -=ελ  εποµένως  

⇒=Σ ελFF kxF -=Σ   µε kD =  και 
k

m
πT

ολ
2=  µε mmολ 2=

 

 
Η ταχύτητα του συσσωµατώµατος µετά την πλαστική κρούση είναι η µέγιστη ταχύτητα της α.α.ταλάντωσης που  
 

εκτελεί το σύστηµα εποµένως ισχύει mAmVkAKU 6.02
2

1

2

1 22

maxmax =⇒=⇒=
 

 
Η θέση της πλαστικής κρούσης είναι η θέση ισορροπίας της ταλάντωσης εποµένως ο χρόνος που χρειάζεται ώστε το 
ελατήριο θα ξαναβρεθεί στη θέση φυσικού του µήκους είναι 
 

2
=

T
t∆  όπου 

k

m
πT

2
2=  εποµένως ⇒=∆

2

2
2

k

m

t

π
s

k

m
t ππππ 2.0

10

2

100

42
====∆  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1.Καλλιτεχνικό πατινάζ 
2.Ακροβάτες – Αθλητές καταδύσεων 
3.Αστέρες νετρονίων 
4.Παράδειγµα 4-11 σχολικού βιβλίου. Άνθρωπος µε βαρη στα χέρια 
5.Η Γη αν έλιωναν οι πάγοι 
6.Παράδειγµατα  4-27 , 4-60 και 4-64 σχολικού βιβλίου 
7.Παραδειγµα 1 ερωτήσεων µε αιτιολόγηση 
 
Τα παραπάνω παραδείγµατα (και όχι µόνο) µπορούµε να τα αντιµετωπίσουµε ενιαία, γιατί η 
στροφορµή διατηρείται σταθερή. Εποµένως µπορούµε να γράψουµε 
 
επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων είναι µηδέν, η στροφορµή 

διατηρείται σταθερή και µπορούµε να γράψουµε 2211 ωω II =  

 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΣΤΡΟΦΟΡΜΗΣ 

Για τους αθλητές καλλιτεχνικού πατινάζ και τον άνθρωπο µε τα βάρη στο χέρι η παραπάνω πρόταση γράφεται  
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Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (βάρος και δύναµη από το έδαφος) είναι µηδέν (δε 
δηµιουργούν ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή διατηρείται σταθερή και µπορούµε να 

γράψουµε 2211 ωω II =  

όπου 1I  και 1ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα πριν, και 

2I  και 2ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα µετά την ανακατανοµή της µάζας  

 
                                            Έστω αρχικά έχουν τα χέρια απλωµένα και κατόπιν τα συµπτύσσουν.  
                                            Να συγκριθούν οι γωνιακές ταχύτητες πριν και µετά 
 
 
                                         Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (βάρος και δύναµη από το έδαφος)       
                                         είναι µηδέν (δε δηµιουργούν ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή     
                                          διατηρείται σταθερή  
 

                                          ισχύει ⇒= 2211 ωω II
1

2

2

1

ω
ω

=
I

I
 

επειδή 21 II >  (έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας µε απλωµένα χέρια – βλέπε ορισµό ροπής αδράνειας) και 12 ωω >  

δηλ. περιστρέφεται πιο γρήγορα 
 
 
                                         
 
 

Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (του βάρους) είναι µηδέν (δε δηµιουργεί ροπή ως προς 

τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή διατηρείται σταθερή και µπορούµε να γράψουµε 2211 ωω II =  

όπου 1I  και 1ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα πριν, και 

2I  και 2ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα µετά την ανακατανοµή της µάζας  

 
                                            Έστω αρχικά έχουν απλωµένα το σώµα και κατόπιν το συµπτύσσουν.  
                                          Να συγκριθούν οι γωνιακές ταχύτητες πριν και µετά 
 
 
                                         Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (του βάρους)       
                                         είναι µηδέν (δε δηµιουργεί ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή     
                                          διατηρείται σταθερή  
 

                                          ισχύει ⇒= 2211 ωω II
1

2

2

1

ω
ω

=
I

I
 

επειδή 21 II >  (έχει µεγαλύτερη ροπή αδράνειας µε απλωµένο σώµα – βλέπε ορισµό ροπής αδράνειας) και 12 ωω >  

δηλ. περιστρέφεται πιο γρήγορα 
 
 
 
                                         
 
 

Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (ελκτική δύναµη) είναι µηδέν (δε δηµιουργεί ροπή ως 

προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή διατηρείται σταθερή και µπορούµε να γράψουµε 2211 ωω II =  

όπου 1I  και 1ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα πριν, και 

2I  και 2ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα µετά την ανακατανοµή της µάζας  

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Για τους ακροβάτες και αθλητές καταδύσεων η παραπάνω πρόταση γράφεται 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Για αστέρες και Γη η παραπάνω πρόταση γράφεται 
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                                            Αρχικά έχουν µεγάλη µάζα και κατόπιν συρρικνώνονται  
                                          Να συγκριθούν οι γωνιακές ταχύτητες πριν και µετά 
 
 
 
                                         Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (ελκτική δύναµη)       
                                         είναι µηδέν (δε δηµιουργεί ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή     
                                         διατηρείται σταθερή  
 

                                          ισχύει ⇒= 2211 ωω II
1

2

2

1

ω
ω

=
I

I
 

επειδή 21 II >  (έχει µεγαλύτερη µάζα αρχικά) και 12 ωω >  δηλ. περιστρέφεται πιο γρήγορα 

 
                                             Αρχικά έχει µικρότερη ακτίνα. Με το λιώσιµο των πάγων η ακτίνα αυξάνεται  
                                          Να συγκριθούν οι γωνιακές ταχύτητες πριν και µετά 
 
 
 
                                          Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (ελκτική δύναµη)       
                                          είναι µηδέν (δε δηµιουργεί ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή     
                                          διατηρείται σταθερή  
 

                                          ισχύει ⇒= 2211 ωω II
1

2

2

1

ω
ω

=
I

I
 

επειδή 21 II <  (έχει µεγαλύτερη ακτίνα τελικά) και 12 ωω <  δηλ. περιστρέφεται πιο αργά 

 
Σηµείωση 

Η συχνότητα περιστροφής f  συνδέεται µε τη γωνιακή ταχύτητα ω  µε τη σχέση fπω 2=
 

 
 
 
 
 
                                         
 

Επειδή η συνολική ροπή των εξωτερικών δυνάµεων (βάρος και δύναµη από το ..... ) είναι µηδέν (δε 
δηµιουργούν ροπή ως προς τον άξονα περιστροφής), η στροφορµή διατηρείται σταθερή και µπορούµε να 

γράψουµε 2211 ωω II =  

όπου 1I  και 1ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα πριν, και 

2I  και 2ω   ροπή αδράνειας και γωνιακή ταχύτητα µετά την ανακατανοµή της µάζας  

 

Οι αλλαγές στη ροπή αδράνειας δίνονται µε διαφορετικό τρόπο, πολύ απλό  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ Ι 
Αστέρας νετρονίων 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΙΙ 
Αν λιώσουν οι πολικοί 

πάγοι  

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Για 4-27 , 4-60 , 4-64 σχολικού βιβλίου και παραδειγµα 1 ερωτήσεων µε αιτιολόγηση (δίσκος σε παιδική 
χαρά) η παραπάνω πρόταση γράφεται 
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ΑΣΚΗΣΗ 1 
 

Κύλινδρος ακτίνας mR 2.0=  και µάζας Kgm 1=  κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει σε οριζόντιο δάπεδο µε την επίδραση 

οριζόντιας δύναµης NF 30=  που εφαρµόζεται στο κέντρο του κυλίνδρου 

α.να υπολογιστεί το µέτρο της τριβής που ασκείται στον κύλινδρο  
β.να δειχθεί ότι το έργο της τριβής κατά την κύλιση του κυλίνδρου είναι µηδέν 

∆ίνεται: η ροπή αδράνειας του κυλίνδρου 
2

2

1
= mRI                                     

                                                                                                                                     Aπάντηση: N10  

 

ΑΣΚΗΣΗ 2 
 

Κατακόρυφος οµογενής ράβδος µήκους l  και µάζας M  µπορεί να περιστραφεί γύρω από άξονα κάθετο στο πάνω 

άκρο της χωρίς τριβές. Η ράβδος ισορροπεί στην κατακόρυφο θέση. Βλήµα µάζας 
8

=
M

m  κινείται οριζόντια µε 

ταχύτητα 0υ  και διαπερνά ακαριαία τη ράβδο και εξέρχεται µε ταχύτητα 
3

0υ
 από το κέντρο της 

Να υπολογιστούν 
α.η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου αµέσως µετά την κρούση και  

β.η ταχύτητα 0υ  ώστε να εκτραπεί η ράβδος κατά γωνία 
090=φ  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο της 
2

12

1
= MlI  

                                                                                                                                      Απάντηση:  
l

υ

8

0
 

                                                                                                                                                                  gl38  

 

ΑΣΚΗΣΗ 3 
 

Κατακόρυφος οµογενής ράβδος µήκους l  και µάζας M  µπορεί να περιστραφεί γύρω από άξονα κάθετο στο πάνω 

άκρο της χωρίς τριβές. Η ράβδος ισορροπεί στην κατακόρυφο θέση. Βλήµα µάζας M  κινείται οριζόντια µε ταχύτητα 

 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
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0υ  και σφηνώνεται στο κάτω άκρο της ράβδου. Να υπολογιστεί η ελάχιστη ταχύτητα 0υ  ώστε η ράβδος να εκτελέσει 

ανακύκλωση  

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο της 
2

12

1
= MlI  

                                                                                                                                      Απάντηση: gl8  

 
ΑΣΚΗΣΗ 4 
 

Σφαίρα µάζας m  και ακτίνας R  αφήνεται χωρίς αρχική ταχύτητα να κυλίσει χωρίς να ολισθαίνει κατά µήκος 

κεκλιµένου επιπέδου γωνίας φ . Όταν η σφαίρα διανύσει διάστηµα S  στο κεκλιµένο επίπεδο αποκτά ταχύτητα  

ηµφgSυ
4

5
=  

Να εξεταστεί αν η σφαίρα είναι συµπαγής ή όχι 

∆ίνονται:η ροπή αδράνειας συµπαγούς σφαίρας 
2

5

2
= mRI  και το g  

                                                                                                                                      Απάντηση: όχι 
  

ΑΣΚΗΣΗ 5 
 

∆ύο όµοιες  σφαίρες µάζας m  και ακτίνας R  αφήνονται από το ίδιο ύψος κεκλιµένου επιπέδου. Η µία σφαίρα 

ολισθαίνει χωρίς να κυλίεται ενώ η άλλη κυλίεται χωρίς να ολισθαίνει 
Να συγκριθούν 
α.οι ταχύτητες   
β.οι επιταχύνσεις  και  
γ.οι χρόνοι άφιξης των σφαιρών στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της σφαίρας 
2

5

2
= mRI    

                                                                                                                                          Απάντηση: >1υ 2υ  

                                                                                                                                                             >1a 2a   

                                                                                                                                                             <1t 2t     

 ΑΣΚΗΣΗ 6 
   
Συµπαγής και οµογενής σφαίρα µάζας m  κυλάει, χωρίς να ολισθαίνει, πάνω σε οριζόντιο επίπεδο µε µεταφορική 

ταχύτητα smυ /12= . Στην πορεία της συναντά κεκλιµένο επίπεδο, γωνίας κλίσης φ  µε 6.0=ηµφ  στο οποίο 

ανεβαίνει χωρίς να ολισθαίνει 
Να υπολογίσετε την απόσταση που θα διατρέξει η σφαίρα κατά την άνοδό της στο κεκλιµένο επίπεδο 

∆ίνονται: ροπή αδράνειας της σφαίρας ως προς µια διάµετρό της
2

5

2
= mRI και 

2/10= smg  

                                                                                                                                  Απάντηση: m8.16  

 

ΑΣΚΗΣΗ 7 
 
Λεπτή στεφάνη αφήνεται ελεύθερη από την κορυφή κεκλιµένου επιπέδου να κινηθεί προς τα κάτω. Η στεφάνη κυλάει 

χωρίς να ολισθαίνει. Το µήκος του κεκλιµένου επιπέδου είναι ms 80=  και η γωνία κλίσης του  
030=φ  

Να υπολογίσετε τη γραµµική ταχύτητα της στεφάνης όταν φτάσει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 

∆ίνεται: 
2/10= smg  

                                                                                                                                  Απάντηση: sm /20  
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 8 
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Η ράβδος ΛK  του σχήµατος µπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το άκρο της K  
χωρίς τριβές 

 
 

Η ράβδος έχει µήκος ml 1=  και είναι οµογενής. Συγκρατούµε τη ράβδο σε κατακόρυφη θέση.Κάποια στιγµή 

αφήνουµε τη ράβδο να κινηθεί 
Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα της ράβδου τη στιγµή που έχει διαγράψει τόξο  

α.
3

π
  και  

β.
2

3
π
 

∆ίνεται:
2/10= smg  και ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας της 

2

12

1
= MlI  

                                                                                                                      Απάντηση: 
s

rad
15  

                                                                                                                                                
s

rad
30  

ΑΣΚΗΣΗ 9 
 
 
Ένας κύλινδρος κυλά χωρίς να ολισθαίνει κατά µήκος κεκλιµένου επιπέδου. Κάποια στιγµή η ταχύτητα του κέντρου 

µάζας του είναι smυcm /20=  

Αν η µάζα του κυλίνδρου είναι Kgm 5=  να υπολογίσετε για αυτή τη χρονική στιγµή  

α.την µεταφK  

β.την περιστρK   

γ.την ήολικK   του κυλίνδρου 

∆ίνεται: ροπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής του  
2

2

1
= mRI  

                                                                                                                                  Απάντηση: J1000         

                                                                                                                                                    J500  

                                                                                                                                                    J1500  

ΑΣΚΗΣΗ 10 
 

Ένας κύλινδρος µε ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα περιστροφής του 
2

2

1
= mRI  αφήνεται να κυλίσει κατά µήκος 

κεκλιµένου επιπέδου ύψους mh 8.10=  

Να υπολογίσετε 
α.την ταχύτητα της µεταφορικής κίνησης όταν φτάσει στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου και  
β.τη στροφορµή στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 

∆ίνονται: µάζα κυλίνδρου Kgm 1=   , ακτίνα κυλίνδρου mR 1.0=  και 
2/10= smg  

                                                                                                                        Απάντηση: sm /12  

                                                                                                                                                   sKgm /6.0 2
 

ΑΣΚΗΣΗ 11 
 

Κ 

Λ  
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Μια ράβδος µήκους ml 5.1=  και βάρους N20  µπορεί να στρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που περνάει από το 

ένα άκρο της. Η ράβδος αρχικά βρίσκεται στην κατακόρυφο θέση και µε µικρή ώθηση η ράβδος αρχίζει να 
περιστρέφεται 
Να υπολογιστεί η ταχύτητα του άκρου της ράβδου όταν αυτή περνάει  
α.από την οριζόντια  
β.από την κατακόρυφο θέση και  
γ. να υπολογιστεί η δύναµη που ασκείται στη ράβδο στο σηµείο περιστροφής της ράβδου όταν η ράβδος διέρχεται 
από την κατακόρυφο θέση 

∆ίνεται η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς άξονα κάθετο που περνάει από την άκρη της ράβδου 
2

3

1
= mlI όπου 

m  η µάζα της ράβδου 

                                                                                                                         Απάντηση: gl3  

                                                                                                                                                    gl6   

                                                                                                                                                     N80  

ΑΣΚΗΣΗ 12 
 

Aπό την κορυφή κεκλιµένου επιπέδου γωνίας 
045=θ  αφήνεται ελεύθερος ένας κύλινδρος  

Να υπολογίσετε την γραµµική ταχύτητά του στη βάση του κεκλιµένου επιπέδου 

∆ίνονται:µήκος κεκλιµέµου επιπέδου m10 , Kgm 5= , mR 2.0= , 25.0=µ  , 
2/10= smg  ,

2

2

1
= mRI ,  

2

2
=45=45 00 συνηµ  και 4.1≈2                          

                                                                                                                    Απάντηση: sm /8.10  
 
 

ΑΣΚΗΣΗ 13 
 

∆ύο ίδιες λεπτές, ισοπαχείς και οµογενείς ράβδοι OA  και OB , που έχουν µάζα KgM 4=  και µήκος mL 5.1=  

συγκολλούνται στο ένα άκρο τους O , ώστε να σχηµατίζουν ορθή γωνία 

 
 
Το σύστηµα των δύο ράβδων µπορεί να περιστρέφεται περί οριζόντιο άξονα, κάθετο στο επίπεδο AOB , που 

διέρχεται από την κορυφή O  της ορθής γωνίας. Το σύστηµα αρχικά συγκρατείται στη θέση όπου η ράβδος OA  είναι 

οριζόντια (όπως στο σχήµα). Η ροπή αδράνειας της κάθε ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της είναι 
2

12

1
= MLI cm

 
 

α.να υπολογίσετε τη ροπή αδράνειας της κάθε ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής που διέρχεται από το O  

β.από την αρχική του θέση το σύστηµα των δύο ράβδων αφήνεται ελεύθερο να περιστραφεί περί τον άξονα 

περιστροφής στο σηµείο O , χωρίς τριβές. Να υπολογίσετε το µέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης του συστήµατος των 

δύο ράβδων τη στιγµή της εκκίνησης 
 

γ.τη χρονική στιγµή κατά την οποία οι ράβδοι σχηµατίζουν ίσες γωνίες µε την κατακόρυφο Ox , να υπολογίσετε 
1.το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας του συστήµατος των δύο ράβδων 

2.το µέτρο της στροφορµής της κάθε ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής που διέρχεται από το O  

∆ίνονται: 
2/10= smg ,  7.0=

2

2
=45=45 00 συνηµ   

                                                                                                    Πανελλαδικές εξετάσεις 2002   

Α Ο 

Β 

 χ 
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                                                                                               Απάντηση: 23Kgm         

                                                                                                                                  
2/5 srad  

                                                                                                                                   srad /2 , 
s

m
Kg

2

6  

 

ΑΣΚΗΣΗ 14 
 

Οµογενής άκαµπτη ράβδος AZ  έχει µήκος  mL 4= , µάζα KgM 3=  και ισορροπεί σε οριζόντια θέση, όπως 

φαίνεται στο σχήµα 
 

  
Στο άκρο της A  υπάρχει ακλόνητη άρθρωση γύρω από την οποία η ράβδος µπορεί να περιστρέφεται, χωρίς τριβές, 

ενώ στο άλλο άκρο της Z  υπάρχει στερεωµένο σφαιρίδιο µάζας Kgm 6.0=1  και αµελητέων διαστάσεων. Ένα 

αβαρές τεντωµένο νήµα ∆Γ  συνδέει το σηµείο Γ  της ράβδου µε σφαιρίδιο µάζας Kgm 1=2 , το οποίο είναι 

στερεωµένο στο ελεύθερο άκρο ιδανικού ελατηρίου σταθεράς mNk /100= . Το άλλο άκρο του ελατηρίου είναι 

ακλόνητο. Η απόσταση ΓA  είναι ίση µε m8.2 . Όλη η διάταξη βρίσκεται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο, στο οποίο 

γίνονται όλες οι κινήσεις 
 
Α. Να υπολογίσετε 
 

1.τη ροπή αδράνειας του συστήµατος ράβδου – σφαιριδίου 1m  ως προς τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το 

σηµείο A  και είναι κάθετος στο επίπεδο της διάταξης 
2.το µέτρο της τάσης του νήµατος ∆Γ  
 

Β. Αν κόψουµε το νήµα ∆Γ , το σφαιρίδιο 2m  εκτελεί αµείωτη αρµονική ταλάντωση, ενώ η ράβδος µαζί µε το σώµα 

1m , υπό την επίδραση της βαρύτητας, περιστρέφονται χωρίς τριβές γύρω από το σηµείο A  

Να υπολογίσετε 

1.το χρόνο που χρειάζεται το σφαιρίδιο 2m  από τη στιγµή που κόβεται το νήµα µέχρι τη στιγµή που θα φθάσει στην 

ψηλότερη θέση του για πρώτη φορά 

2.το µέτρο της γραµµικής ταχύτητας του σηµείου Z , τη στιγµή που η ράβδος περνάει από την κατακόρυφη θέση 

∆ίνονται:
2/10= smg , ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της 

2

12

1
= MLICM

, 14.3=π  

 
                                                                                                    Πανελλαδικές εξετάσεις 2003     

                    

                                                                                                      Απάντηση: 26.25 Kgm    ,  N30     

                                                                                                                                          s314.0  , 
s

m
5625.64  

 ΑΣΚΗΣΗ 15 
                                                                                                                  

Τρεις ράβδοι OA , OB  και ΓO  ισορροπούν µε τη βοήθεια νήµατος που σχηµατίζει γωνία 
060=φ  µε κατακόρυφο 

τοίχο όπως φαίνεται στο σχήµα 

Γ 

∆ 

Ζ 

m1 

A 

m2 
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Στο σηµείο O  υπάρχει άρθρωση και οι ράβδοι µπορούν να περιστρέφονται γύρω από το σηµείο αυτό σε κατακόρυφο 

επίπεδο. Οι ράβδοι OA  και  OB είναι κολληµένες στο σηµείο O , ενώ η ΓO  είναι ανεξάρτητη 

Να υπολογιστούν 
 

α.Η δύναµη που ασκεί η άρθρωση στο σύστηµα ράβδων OA , OB  

β.Κόβουµε το νήµα. Να υπολογιστεί η ταχύτητα του άκρου A  όταν η ράβδος OA  φτάσει στη θέση της ΓO  

γ.Η ράβδος OA  συγκρούεται µε την ράβδο ΓO και κολλάνε. Να υπολογιστεί η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος 

αµέσως µετά τη σύγκρουση 

δ.Αν µετά τη σύγκρουση το σύστηµα διαγράφει γωνία 
045 , να υπολογιστεί η γωνιακή ταχύτητα που θα αποκτήσει 

σ’αυτή τη θέση 
 

∆ίνονται: 
2/10= smg , KgMMM ΓOOBOA 1=== , mLLL ΓOOBOA 3.0=== , 

204.0= KgmI ΓO , ροπή 

αδράνειας ράβδου ως προς το κέντρο µάζας της 
2

12

1
= MLICM

,  

 

2

3
=600ηµ , 

2

1
=600συν  , 7.0=

2

2
=45=45 00 συνηµ  

                                                                                                                  Απάντηση: N310 , 
060  

                                                                                                                                             sm /3   

                                                                                                                                             srad /6  

                                                                                                                                     srad /3.6  

 

 
ΑΣΚΗΣΗ 16 
 

Συµπαγής και οµογενής σφαίρα µάζας  Kgm 10=  και ακτίνας mR 1.0=  κυλίεται ευθύγραµµα χωρίς ολίσθηση 

ανερχόµενη κατά µήκος κεκλιµένου επιπέδου γωνίας φ  µε 56.0=ηµφ . Τη χρονική στιγµή 0=t  το κέντρο µάζας 

της σφαίρας έχει ταχύτητα µε µέτρο smυ /8=0 . Να υπολογίσετε για τη σφαίρα 

 

α.το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας περιστροφής της τη χρονική στιγµή 0=t  

β.το µέτρο της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας της  
γ.το µέτρο του ρυθµού µεταβολής της στροφορµής κατά τη διάρκεια της κίνησής της 

δ.το µέτρο της ταχύτητας του κέντρου µάζας της καθώς ανεβαίνει, τη στιγµή που έχει διαγράψει 
π

30
 περιστροφές 

 

∆ίνονται: η ροπή της σφαίρας περί άξονα διερχόµενο από το κέντρο της 
2

5

2
= mRI  και  

2/10= smg     

 
                                                                                                                Πανελλαδικές εξετάσεις 2004  

O  

 φ 

A  

B  

G  
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                                                                                                                Απάντηση: srad /80       

                                                                                                                                           
2/4 sm     

                                                                                                                                                   2
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Άκαµπτη οµογενής ράβδος AG µε µήκος l  και µάζα 3M Kg=  έχει το άκρο της A  αρθρωµένο και ισορροπεί 

οριζόντια. Στο άλλο άκρο G  ασκείται σταθερή κατακόρυφη δύναµη F  µέτρου 9N , µε φορά προς τα κάτω. Η  

ράβδος AG εφάπτεται στο σηµείο B  µε στερεό που αποτελείται από δύο οµοαξονικούς κυλίνδρους µε ακτίνες 

1 0.1R m=  και 2 0.2R m= , όπως φαίνεται στο σχήµα 

 
 

Η απόσταση του σηµείου B  από το άκρο G  της ράβδου είναι 
4

l
. Το στερεό µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές, 

σαν ένα σώµα γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα που περνάει από το κέντρο του. Ο άξονας περιστροφής συµπίπτει 
µε τον άξονα συµµετρίας των δύο κυλίνδρων. Η ροπή αδράνειας του στερεού ως προς τον άξονα περιστροφής είναι  

20.09I Kgm= . Γύρω από τον κύλινδρο ακτίνας 1R  είναι τυλιγµένο αβαρές και µη εκτατό νήµα στο άκρο του οποίου 

κρέµεται σώµα µάζας 1m Kg=  

α. να υπολογίσετε την κατακόρυφη δύναµη που δέχεται η ράβδος στο σηµείο B  από το στερεό 
β. αν το σώµα µάζας m  ισορροπεί, να βρείτε το µέτρο της δύναµης της στατικής τριβής µεταξύ της ράβδου και του 

στερεού 
γ. στο σηµείο επαφής B  µεταξύ ράβδου και στερεού ρίχνουµε ελάχιστη ποσότητα λιπαντικής ουσίας έτσι, ώστε να 
µηδενιστεί η τριβή χωρίς να επιφέρει µεταβολή στη ροπή αδράνειας του στερεού. Να υπολογίσετε το µέτρο της 

ταχύτητας του σώµατος µάζας m , όταν θα έχει ξετυλιχθεί νήµα µήκους 0.5m . Να θεωρήσετε ότι το νήµα ξετυλίγεται 

χωρίς να ολισθαίνει στον εσωτερικό κύλινδρο 

δ. να υπολογίσετε το ρυθµό παραγωγής έργου στο στερεό τη χρονική στιγµή που έχει ξετυλιχθεί νήµα µήκους 0.5m  

∆ίνεται: 
2/10= smg  
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                                                                                                                       Απάντηση:32N      

                                                                                                                                                    5N     

                                                                                                                                                           1 /m s             
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Οµογενής ράβδος µήκους 0.3L m=  και µάζας 1.2M Kg=  µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από 

οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το άκρο της A . Αρχικά την κρατούµε σε οριζόντια θέση και στη συνέχεια την 
αφήνουµε ελεύθερη. Θεωρούµε την αντίσταση του αέρα αµελητέα 

 
α.Να βρείτε τη γωνιακή επιτάχυνση της ράβδου ως προς τον άξονα περιστροφής τη στιγµή που αφήνεται ελεύθερη 
β.Να βρείτε τη στροφορµή της ράβδου όταν φθάσει σε κατακόρυφη θέση 
Τη στιγµή που η ράβδος φθάνει στην κατακόρυφη θέση το κάτω άκρο της ράβδου συγκρούεται ακαριαία µε ακίνητο 

σώµα S  αµελητέων διαστάσεων που έχει µάζα 0.4m Kg= . Μετά την κρούση το σώµα κινείται κατά µήκος κυκλικού 

τόξου ακτίνας L , ενώ η ράβδος συνεχίζει να κινείται µε την ίδια φορά. ∆ίνεται ότι η γωνιακή ταχύτητα της ράβδου 

αµέσως µετά την κρούση είναι 
5

w
, όπου w  η γωνιακή ταχύτητά της αµέσως πριν την κρούση 

γ.Να βρείτε την ταχύτητα του σώµατος S  αµέσως µετά την κρούση 
δ.Να βρείτε το ποσοστό της κινητικής ενέργειας που µετατράπηκε σε θερµική ενέργεια κατά την κρούση 

∆ίνονται:η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς τον άξονα A  
21

3
I ML=  και 

210 /g m s=  
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