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� ΑΣΚΗΣΗ 1 

Λύση 
 

α) Η γενική εξίσωση του αρµονικού κύµατος είναι . Συγκρίνοντάς την µε µία από τις δύο 

εξισώσεις των τρεχόντων κυµάτων, έστω την εξίσωση , προκύπτει: 
 

 και  
 
Με αντικατάσταση στη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής 

προκύπτει:  
 
 
β) Η γενική εξίσωση του στάσιµου κύµατος δίνεται από τη 

σχέση . 
 

Με αντικατάσταση των τιµών των Α, λ και Τ προκύπτει: , όπου 

 και  είναι µετρηµένα σε  και το  σε . Άρα το πλάτος ταλάντωσης συναρτήσει της 
απόστασης είναι: 
 

 
 
 
γ) Αντικαθιστούµε στην εξίσωση του στάσιµου τις τιµές του x των τριών σηµείων. 
 
Για το υλικό σηµείο Α: 
 

 
 

 
 
Το σηµείο Α παραµένει ακίνητο, άρα είναι δεσµός. 
 
Για το υλικό σηµείο Β: 
 

, δηλαδή 
 

.Άρα το υλικό σηµείο Β πάλλεται µε µέγιστο πλάτος, εποµένως είναι 
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κοιλία. 
 
Για το υλικό σηµείο Γ: 
 

 δηλαδή . 
 
Άρα και το υλικό σηµείο Γ πάλλεται µε µέγιστο πλάτος, εποµένως είναι κοιλία.  
 
Σχόλιο: To αρνητικό πρόσηµο στην εξίσωση ταλάντωσης του σηµείου Β σηµαίνει ότι το Β βρίσκεται 
στη µέγιστη αρνητική αποµάκρυνση από τη θέση ισορροπίας του όταν το σηµείο Γ βρίσκεται στη 

µέγιστη θετική αποµάκρυνση. Λέµε ότι τα δύο σηµεία ταλαντώνονται µε διαφορά φάσης . 
Οι γραφικές παραστάσεις αποµάκρυνσης χρόνου φαίνονται στα διαγράµµατα που ακολουθούν. 
 

 
 
 
δ) Το τυχαίο υλικό σηµείο της χορδής ταλαντώνεται µε βάση την εξίσωση 
 

, όπου . 
 
Η µέγιστη ταχύτητα µε την οποία ταλαντώνεται κάθε υλικό σηµείο θα είναι: 
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Επειδή , το µέτρο της µέγιστης ταχύτητας των υλικών σηµείων κυµαίνεται 

µεταξύ της ελάχιστης τιµής  και της µέγιστης  
 
 
ε) Tα σηµεία που παραµένουν ακίνητα απέχουν από το ελεύθερο άκρο της 

χορδής, , όπου  
 

Για τα σηµεία που πάλλονται µε µέγιστο πλάτος ισχύει: , 

όπου  

 

� ΑΣΚΗΣΗ 2 

Λύση 

 

α) Η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος θα βρεθεί από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής . 

 

Συγκρίνοντας την εξίσωση  µε τη γενική εξίσωση των 

κυµάτων,  έχουµε ότι: 

 

 

 

 

 

Συνεπώς  

 

 



 4 

β) Όπως φαίνεται από τη σχέση που δίνει τη φάση του κύµατος , όσο πιο µακριά 

είναι ένα σηµείο από την πηγή τόσο µικρότερη είναι η φάση του. 

 

H φάση του σηµείου Μ, , είναι µεγαλύτερη από τη φάση του 

σηµείου Ν, . Συνεπώς πιο κοντά στην πηγή είναι το σηµείο Μ. 

 

Ο υπολογισµός της απόστασης µεταξύ των σηµείων Μ και Ν γίνεται µε αφαίρεση των δύο φάσεων. 

 

 

 

 

 

 

γ) Υπολογίζουµε σε πόση απόσταση θα έχει διαδοθεί το κύµα σε χρονικό διάστηµα 1s. Σε 

χρόνο , το κύµα θα έχει διαδοθεί απόσταση ίση µε δύο µήκη κύµατος  

 

Βρίσκουµε την κίνηση χαρακτηριστικών υλικών σηµείων. 

 

Τα υλικά σηµεία στις θέσεις χ=0 , χ=λ και , θα βρίσκονται σε αποµάκρυνση y=0 και είναι έτοιµα 

να κινηθούν κατά τη θετική φορά. 
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δ) Επειδή τα σηµεία Μ, Ν, απέχουν µεταξύ τους 1m= , παρουσιάζουν διαφορά φάσης , µε το σηµείο 

Μ να προηγείται. Έτσι, όταν το Μ είναι στη θέση µέγιστης θετικής αποµάκρυνσης, τότε το Ν περνά από τη 

θέση ισορροπίας του µε θετική ταχύτητα. 

� ΑΣΚΗΣΗ 3 

Λύση 
 
α) Για να υπολογίσουµε την ταχύτητα θα εφαρµόσουµε τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής. 
 
Γράφουµε τη δοθείσα εξίσωση σε µορφή αντίστοιχη της γενικής εξίσωσης του αρµονικού 

κύµατος  
 

Έχουµε  
 
Από τη σύγκριση των δύο εξισώσεων παίρνουµε: 
 

, συνεπώς  και , συνεπώς  
 

Άρα  
 
 
β) Το σηµείο ανάκλασης είναι ακλόνητο , άρα σε αυτό δηµιουργείται δεσµός. Στο ελεύθερο άκρο 

δηµιουργείται κοιλία. Επειδή σε ένα στάσιµο, ο δεσµός από την κοιλία απέχουν  το µήκος της 

χορδής  συνδέεται µε το µήκος κύµατος  µε τη σχέση:  
 

Με αντικατάσταση του  και του  προκύπτει ότι . Συνεπώς µεταξύ πρώτου και 

τελευταίου δεσµού οι κοιλίες είναι 6 και δεδοµένου ότι στη θέση  υπάρχει κοιλία στο 
σύνολο δηµιουργούνται 7 κοιλίες. 
 
 
γ) Η αποµάκρυνση των υλικών σηµείων του µέσου σε ένα στάσιµο δίνονται από τη 

σχέση . 
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Έτσι η κοιλία Κ της θέσης  θα ταλαντώνεται σύµφωνα µε τη 

σχέση  
 
και η ταχύτητα ταλάντωσής της θα δίνεται από τη σχέση: 
 

 
 
 

δ) Το πλάτος συναρτήσει της απόστασης από τη θέση , δίνεται από τη σχέση: 
 

 συνεπώς  δηλαδή  
 

Άρα  ή , οπότε , όπου  η απόσταση 
από το ελεύθερο άκρο της χορδής που πάλλεται µε µέγιστο πλάτος (κοιλία). 
 

Οι κοιλίες απέχουν από το ελεύθερο άκρο απόσταση  
 

Συνεπώς κάθε σηµείο που πάλλεται µε πλάτος , θα απέχει από την πλησιέστερη κοιλία 

απόσταση . 
 
Οι δεσµοί απέχουν από το ελεύθερο άκρο απόσταση 
 

. 
 

Συνεπώς κάθε σηµείο που πάλλεται µε πλάτος , θα απέχει από τον πλησιέστερο δεσµό 

απόσταση  για την οποία ισχύει: 
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� ΑΣΚΗΣΗ 4 

Λύση 
 

α) Ο υπολογισµός του δείκτη διάθλασης,  γίνεται µε βάση το νόµο του Snell, αρκεί πρώτα να 

υπολογίσουµε τη γωνία διάθλασης . 
 

Επειδή η διαθλώµενη ακτίνα ΚΛ είναι παράλληλη στη πλευρά ΒΓ, η γωνία διάθλασης  µέσα στο 

πρίσµα θα είναι . 
 

 
 
(Το τρίγωνο ΑΚΛ θα είναι επίσης ισόπλευρο) 
 
Με εφαρµογή του νόµου του Snell στο σηµείο Κ που συµβαίνει το φαινόµενο της διάθλασης 
παίρνουµε: 
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β) Από τον ορισµό του δείκτη διάθλασης έχουµε: 
 

  
 

Συνεπώς από τη σχέση  προκύπτει ότι: 
 

 
 
 
γ) Εφαρµόζουµε το νόµο του Snell στο σηµείο Λ που συµβαίνει εκ νέου διάθλαση της ακτίνας, καθώς 
η ακτίνα εξέρχεται από το πρίσµα. 
 

Η νέα γωνία πρόσπτωσης είναι . Με εφαρµογή του νόµου του Snell για τη νέα γωνία 

διάθλασης  παίρνουµε: 
 

 
 

 
 

 

� ΑΣΚΗΣΗ 5 

α) Με βάση τη σχέση:  βρίσκουµε ότι: 
 

. 
 
 

β) Η γενική εξίσωση κύµατος είναι:  
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Η συχνότητα είναι , άρα , και . 
 
Η εξίσωση του αρµονικού κύµατος προκύπτει µε αντικατάσταση και είναι: 
 

 
 

το οποίο βρίσκεται στη θέση . 
 

Η αποµάκρυνση του υλικού σηµείου Α, που βρίσκεται στη θέση , θα δίνεται 

από τη σχέση  
 

Για να φθάσει το κύµα στο σηµείο Α, που απέχει από τη πηγή  χρειάζεται χρόνο ίσο 

µε . Άρα για  το σηµείο Α είναι ακίνητο. 
Έτσι η παραπάνω εξίσωση 
 

ισχύει για  ή  
 

 
 
 
γ) Η ενέργεια της ταλάντωσης θα είναι ίση µε τη µέγιστη κινητική ενέργεια του υλικού σηµείου 

δηλαδή:  
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Όµως,  
 

Με αντικατάσταση παίρνουµε  
 
 

δ) Από τον τύπο  που δίνει τις θέσεις των δεσµών σε ένα στάσιµο, βλέπουµε 

ότι ο πρώτος δεσµός προκύπτει για , οπότε η θέση του πέµπτου δεσµού θα προκύψει 

για : 
 

 

 

� ΑΣΚΗΣΗ 6 

Λύση 
 

α) Με αντικατάσταση στη σχέση:  βρίσκουµε το µήκος κύµατος στο κενό, 

προκύπτει: . 
 
Από τη θεωρία γνωρίζουµε ότι: 
 

 
 
Συνεπώς οι ζητούµενες εξισώσεις θα είναι: 
 

 
 

 
 
 

β)  
 
Η ταχύτητα στο πλακίδιο θα είναι: 
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Ο δείκτης διάθλασης θα είναι  
 
 
γ) Εφαρµόζουµε το νόµο του Snell στο σηµείο εισόδου Α και το σηµείο εξόδου Β: 
 

 
 

Σηµείο Α:  
 

Σηµείο Β:  
 

Από τη γεωµετρία του σχήµατος προκύπτει , έτσι στις δύο παραπάνω σχέσεις τα πρώτα 
µέλη είναι ίσα, οπότε εύκολα παίρνουµε 
 

, και επειδή οι γωνίες είναι οξείες, προκύπτει ότι . 
 
 

δ) Ο ζητούµενος χρόνος είναι  
 
Υπολογισµός της διαδροµής (ΑΒ). 
 
Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ παίρνουµε: 
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. Άρα  (1) 
 

Από το νόµο του Snell για το σηµείο εισόδου Α µε αντικατάσταση, βρίσκουµε το . 
 

 
 

Από τη σχέση , βρίσκουµε το . Προκύπτει . Με 
αντικατάσταση στη σχέση (1) προκύπτει: 
 

 
 

Άρα ο ζητούµενος χρόνος θα είναι . 

 

� ΑΣΚΗΣΗ 7 

α) Από την εξίσωση  (S.I.) βρίσκουµε: , . H 

περίοδος προκύπτει από τη σχέση , άρα  και συνεπώς η συχνότητα 

είναι . Ο χρόνος που χρειάζεται ένα υλικό σηµείο να κάνει µια πλήρη ταλάντωση, 

είναι η περίοδος ταλάντωσης του, δηλαδή είναι ίσος µε . 
 
Το µήκος κύµατος προκύπτει από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής. 
 

. 
 
 

β) Η γενική εξίσωση του κύµατος είναι: , η οποία µε αντικατάσταση, 

των µεγεθών ,  και γίνεται: 
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Τα σηµεία που είναι σε συµφωνία φάσης µε την πηγή απέχουν από αυτή ακέραιο αριθµό µηκών 
κύµατος, δηλαδή βρίσκονται σε θέσεις για τις οποίες 

ισχύει  
 
 

γ) Η µέγιστη ταχύτητα θα είναι: , ενώ η εξίσωση ταχύτητας 
ταλάντωσης των υλικών σηµείων είναι: 
 

. Άρα  στο (S.I.). 
 
Η γενική εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης των υλικών σηµείων 

είναι  
 

Η µέγιστη ταχύτητα ταλαντωσης θα είναι:  
 

Με αντικατάσταση στη γενική εξίσωση της ταχύτητας ταλάντωσης: , 

, παίρνουµε  
 

Το κύµα φθάνει στο Α  τη χρονική στιγµή . Για  το 
σηµείο Α παραµένει ακίνητο. Άρα η εξίσωση ταχύτητας – χρόνου είναι: 
 

 για  στο S.I. 
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δ) Για να σχεδιάσουµε το στιγµιότυπο, βρίσκουµε την εξίσωση της αποµάκρυνσης συναρτήσει της 
απόστασης και υπολογίζουµε που έχει φθάσει το κύµα την κάθε χρονική στιγµή. 
 

Τη χρονική στιγµή , η εξίσωση αποµάκρυνσης – θέσης είναι: . 
 
Τη χρονική στιγµή αυτή το κύµα έχει διαδοθεί σε απόσταση 
 

, ενώ τη χρονική στιγµή , η εξίσωση αποµάκρυνσης – 

θέσης, είναι: . 
 
Τη χρονική στιγµή αυτή το κύµα έχει διαδοθεί σε απόσταση 
 

. 
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� ΑΣΚΗΣΗ 8 

α) Από το διάγραµµα του στιγµιότυπου φαίνεται ότι το κύµα διαδόθηκε, από την χρονική 

στιγµή  µέχρι την , κατά . 
 

Άρα  
 
 

β) Από εκφώνηση η εξίσωση ταλάντωσης της πηγής είναι , οπότε η εξίσωση του 

(τρέχοντος) κύµατος θα είναι της µορφής . 
 

- Από το διάγραµµα φαίνεται ότι το πλάτος του κύµατος είναι . 
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- Από το διάγραµµα φαίνεται ότι το κύµα διαδόθηκε, από την χρονική στιγµή  µέχρι την , 

κατά , όπου  το µήκος κύµατος. 
 

Άρα . 
 
- Από τη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής παίρνουµε 
 

 
 

Οπότε η εξίσωση του κύµατος θα έχει την µορφή . 
 
 

γ) Η φάση του κύµατος, για την χρονική στιγµή  περιγράφεται από τη 

συνάρτηση  ( ) 
 

Το ζητούµενο διάγραµµα είναι: 

 
 

δ) Από την εξίσωση του κύµατος, για  και  έχουµε: 
 

 οπότε: 
 

 ή  
 

Αφού, για το σηµείο Μ, αυτό συµβαίνει για πρώτη φορά, δεκτή γίνεται η πρώτη λύση και µε 
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. ∆ηλαδή  από την οποία προκύπτει . 
 
 

ε) Για το σηµείο Ν  η φάση θα δίνεται από τη σχέση: 
 

, µε  
 

Το ζητούµενο διάγραµµα είναι: 

 

Για το Ν  
 
Η εξίσωση της ταλάντωσης του σηµείου Ν θα είναι: 
 

 µε  
 

Το ζητούµενο διάγραµµα είναι: 
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� ΑΣΚΗΣΗ 9 

Λύση 
 
Από τα διαγράµµατα προκύπτουν τα παρακάτω: 
 

Στο σχήµα 1, παρατηρούµε ότι την χρονική στιγµή  το κύµα έχει διαδοθεί σε 

απόσταση  (1). 
 

Από το ίδιο σχήµα επίσης προκύπτει ότι η απόσταση αυτή αντιστοιχεί σε  (2) 
 

Εξισώνοντας τις σχέσεις (1) και (2) προκύπτει . 
 

Στο σχήµα 2 παρατηρούµε ότι η περίοδος ταλάντωσης του υλικού σηµείου Σ είναι , άρα και 

η συχνότητα θα είναι . 
 

Άρα η ταχύτητα διάδοσης του κύµατος είναι: . 
 

Επίσης παρατηρούµε ότι το κύµα για να φτάσει στο υλικό σηµείο Σ έκανε χρόνο . Ο χρόνος 

αυτός είναι ίσος µε την περίοδο του κύµατος , άρα η απόσταση πηγής και σηµείου Σ είναι 

ίση µε ένα µήκος κύµατος και η διαφορά φάσης µεταξύ της πηγής Ο και του σηµείου Σ είναι , 

δηλαδή . 
 
 

β) Τη χρονική στιγµή  το κύµα έχει διαδοθεί σε απόσταση 
 

 µε ταχύτητα . Άρα . 
 
 

γ) Η πηγή τη χρονική στιγµή  έχει ταλαντωθεί για χρονικό διάστηµα . Άρα 
περνά από τη θέση ισορροπίας της κινούµενη κατά την αρνητική φορά. 
 

Το υλικό σηµείο Σ, ξεκινά να ταλαντώνεται τη χρονική στιγµή . Tη χρονική στιγµή  έχει 

ταλαντωθεί για χρόνο: . 
 
Άρα το υλικό σηµείο Σ τη χρονική στιγµή αυτή έχει κάνει µια πλήρη ταλάντωση και µισή δηλαδή 
περνά από τη θέση ισορροπίας του κινούµενο και αυτό κατά την αρνητική φορά. Αυτό ήταν 

αναµενόµενο, αφού τα δύο σηµεία παρουσιάζουν διαφορά φάσης . 
 



 19 

 
δ) Η µέγιστη ταχύτητα ταλάντωσης δίνεται από τη σχέση: 
 

 
 

Η µέγιστη επιτάχυνση στη ταλάντωση δίνεται από τη σχέση  
 
 

ε) Η φάση του κύµατος δίνεται από τη σχέση . Για το υλικό σηµείο 

Σ  θα ισχύει . H φάση έχει νόηµα για . 
 
∆ιάγραµµα φάσης - χρόνου για το υλικό σηµείο Σ: 
 

 

� ΑΣΚΗΣΗ 10 

α) Συγκρίνοντας την εξίσωση του συγκεκριµένου κύµατος 
 

 µε τη γενική εξίσωση του κύµατος έχουµε: 
 

 
 

 
 
Με αντικατάσταση στη θεµελιώδη εξίσωση της κυµατικής έχουµε: 
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β) Οι φάσεις των υλικών σηµείων Α και Β, δίνονται από τις σχέσεις: 

 και , αντίστοιχα. Αφαιρώντας τις δύο παραπάνω σχέσεις βρίσκουµε 
τη διαφορά φάσης των δύο αυτών 

σηµείων:  
 
Άρα η διαφορά φάσης µεταξύ των δύο σηµείων είναι ανεξάρτητη του χρόνου. 

Επειδή  (ακέραιο πολλαπλάσιο του ) ή 
 (ακέραιο πολλαπλάσιο του µήκους κύµατος) τα σηµεία αυτά βρίσκονται σε συµφωνία φάσης 
µεταξύ τους. 
 

 
 
 
γ) Το κύµα φτάνει στο σηµείο Α τη χρονική στιγµή 
 

, ενώ το σηµείο Β αρχίζει να 
ταλαντώνεται τη χρονική στιγµή 
 

 
 
Και τα δύο σηµεία εκτελούν απλή αρµονική ταλάντωση µε εξίσωση ταλάντωσης 
 

, όπου  και 
 

, όπου , αντίστοιχα. 
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δ)  
 
 

ε) Το σηµείο Β βρίσκεται στη θέση  και απέχει από το σηµείο 
Γ 
 

 
 

 
 
Τα δύο σηµεία βρίσκονται σε συµφωνία φάσης και έχουν κάθε στιγµή ίδια αποµάκρυνση και ίδια 

ταχύτητα, άρα η αποµάκρυνση του σηµείου Γ είναι . 

 

 

 


